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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Аітуальнісяь теши. Дисертація, присвячена вивченню властивос­

тей напівдосконалих кілець, які пов'язані в будовою рівних типів 

сагайдаків цих кілець.

Теорія кілець бере овій початок, в одного боку в спроб ува- 

гальнення поняття комплексного числа, а в Іншого боку дуже важли­

вою для роввитку цівї теорії була теорія алгебраїчних чисел, по-
I

будована Дедекіндом 1 Кронекером.

Теорії скінченновимірних алгебр присвячено роботи Веддер- 

барна, Моліна, Е.Картана, Фробеніуса та багатьох інших.

Новий етап роввитку теорії кілець було вапочатковано працями 

Артіна, Е.Нетер, Врауера, Кете, Аоано, Накаями та інших, які 

ровглядали кільця в умовами обриву ландогів ідеалів.

В 1068 р. Л.А.Скорняков ввів важливий клас напівланцюгових 

кілець, який містить клас однорядних кілець Кете та клас ува* 

гальнеігно однорядних кілець Накаями.

Напівланідогові кільця в напівдоснонелими кільцями.

Напівдооконалі кільця було введено в I960 році американським 

математиком Бассом. •

В 1972 році в вв'ягку в вадачами теорії вображень П.ГабрІ- 

ель вві» поняття сагайдака скінченновимірної алгебри. В.В. Кири­

ченко переніс це поняття на випадок напівдосконалих кілець 1 ввів 

поняття первинного сагайдака напівдооконалого кільця. Методи тео­

рії сагайдаків виявились дуже корисними в структурній теорії кі- 

яеце.

Вперше поняття сагайдака напівдооконалого кільця було васто-
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совано для характерізації нетерових напівланцюгових кілець. В ць­

ому випадку сагайдаки повністю характеризують такі кільця.

більш складні класи, нал і вдосконалюй кілець вже не завжди 

повністю характеривуються будовою сагайдаків, но в багатьох ви­

падках властивості сагайдаків дають врхливу інформацію про будову 

кілець. Так, наприклад, сагайдаки спадкових напівдосконалих на- 

півдистрибутивних кілець завжди ациклічні, а сагайдаки нетерових 

напівпервинних напівдосконалих нерозкладних кілець сильно зв'язні.

В роботах В.В.Кириченка, П.П.Костюкевича, В.В.Могильової,

З.П.Халецької, Ю.В.Яременка та інших методи теорії сагайдаків 

застосовувались для вивчення бірядних та багаторядних кілець, 

спадкових та напівспадкових кілець, напівпервинних та слабопер- 

винних кілець.

Мета роботі. Одержати теореми розкладу для різних класів на­

півдосконалих кілець, вивчити будову сагайдаків квазіфробеніусо- 

йих кілець та будову ідемпотентних ідеалів напівдосконалих кі­

лець, дати опис горенштейнових напівмаксимадьних трикутних та 

(ОД)-кілець.

Memom досліджень. Of нову досліджень складають методи теорії 

сагайдаків та методи теор.ї кілець і модулів.

Наукова вовчава. б роботі отримано такі нові результати :

- вивчено будову ідемпотентних ідеалів напівдосконалих кілець, 

які задовольняють умові Накаями;

- вивчено будову нетерових напівдосконалих напівдистрибутивних 

кілець, я яких кожен нерадикальний ідеал s ідемпотентним;

- одержано тереми розкладу для.різних класів напівдосконалих 

кілець J  ’

- доведено, івд сагайдак квазіфробеніусова кільця сильно зв'яз­

ний;
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- вивчено будову напівмаксимальних горенштейнових трикутних та

(0,1)-кілець та їх сагайдаків.

Теоретична та практична цітіспь дисертації полягав в роз­

витку методів теорії сагайдаків в структурній теорії кілець. Вони 

можуть бути використані для подальших досліджень в цій теорії. 

Всі одержані в дисертації результати мають загально-теоретичний 

характер і їх прямого практичного використання не передбачається.

Апробація роботі. Результати дисертації доповідались на між­

народній науковій конференції, присзяченій 100-річчю з дня народ­

ження М.F.Чеботарьова (Казань, 1994); п'ятії міжнародній конфе­

ренції ім.ак.М.Кравчука (Київ, 1995); міжнародній конференції 

"Representation theory and computer algebra" (Киів, 1997).

Нумерація теорем, тверджень, наслідків в авторефераті спів­

падав з їх нумерацією в дисертації.

Публікації. По темі дисертації опубліковано п'ять наукових 

робіт, описок яких наведено в кінці автореферату.

Об'єм і структура робот : Загальний обсяг дисертації стано­

вить 101 сторінку машинопису. Дисертація складавтьоя із вступу та 

13 підрозділів. Список використаних джерел містить 36 найменувань.

З М І С Т  Р О Б О Т И

У вступі обгрунтовано актуальність проблематики дисертації, 

наводиться короткий огляд робіт за темою дисертації, характеризу­

ємся вміст роботи і її основні результати.

Дисертаційна робота складається в вступу та трьох глав.

У вступі обгрунтовано актуальність теми дисертації та викла­

дено її вміст.

У першій главі наводяться Необхідні для нас ідомості з тео-
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pi'1 кілець і модулів та теорії сагайдаків.

Всі кільця, що розглядаються в дисертації, асоціативні з

1- 0 .

Під модулями, якщо не оговорено протилежне , розуміємо уні­

тарні праві модулі.

В першому параграфі дається означення напівдооконалого кіль­

ця і викладаються критерії напівдосконадості кільця.

Другий параграф присвячено викладенню теорії проективних 

накрить.

В третьому параграфі даються загальне означення оагайдака 

напівдооконалого кільця, побудованого по ідеалу, означення пер­

винного сагайдака напівдооконалого кільця та означення сагайдака 

Пірса. Наводяться приклади, яки іллюструють ці поняття.

В четвертому параграфі розглядаються досконалі кільця, які 

також вперше введені Бассом. Добре відомо, що кільце є досконалим 

тоді 1 тільки тоді, коли воно є напівдосконалим і радикал Дк«коб- 

?она цього кільця є Т-нільпотентним справа і зліва.

Відмітимо такі результати.

ТЕОРЕМА 4.6. Доскон те справа напівпврвиннз кільце А в на- 

півпростим артиновим кілі;ем. Навпаки, налівпросте артинове кіль­

це є досконалим напівпервинним кільцем.

НАСЛІДОК 4.8. Радикал Джексбсона і первинний радикал доско­

налого справа кільця співпадають.

НАСЛІДОК 4.9. Якщо А нетерово справа і досконале справа 

кільце, то PQ(A) одержується з Q(A) ваміною всіх стрілок, що 

йдуть з однієї вершини до іншої (можливо співпадаючей з початко­

вою) однією стрілкою.

Друга глава, дисертаці ї присвячена теоремам розкладу доско­

налих та напівдосконалих кілець в прг.мий добуток нерозкладних кі­



лець.

Термін "сагайдак", вгідно в термінологією Габрівля, означав 

скінченний орієнтований граф.

П’ятий параграф присвячено викладанню основних фактів про 

сагайдаки. При цьому широко використовується теорія матриць в не­

від'ємними коефіцієнтами.*

Позначимо черев і,...,з вершини сагайдака Q і припустимо, щр 

існує рівно tіj стрілок між вершинами і та J. Черев CQ] будемо 

повначати матрицю суміжності сагайдака Q ! f
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ОЗНАЧЕННЯ 5.1. Матриця BetHn(R) називається перестановочно 

ввідною, якщо існув перестановочна матриця P така, щр

Bi Bia

0 B2
%Тв%  и

де Bi I Bg - квадратні матриці порядку меньшого ніж n. В проти­

лежному випадку матриця навивається перестановочно веввідноя.

ОЗНАЧЕННЯ 6.2. Скінчений орієнтований граф (сагайдак) нави­

вається сшано пв'яятм, якщо є орієнтований путь між будь-якими 

його вершинами.

* Ф.Р.Гантмяхер, Теория матриц M і Наука, 1967.- 576 с.



ТВЕРДЖЕННЯ 6.1. * Сагайдак Q сильно зв'язний тоді і тільки

тоді, коли його матриця суміжності CQ] перестановочна незвідна.

Відмітимо, щр при перенумерації х вершин сагайдака Q матриця 

CQ3 переходить в матрищі F̂t CQ]Р.

ТВЕРДЖЕННЯ 6.2. Існує перестановочна матриця P така, що

- 8 -

Pt CQ]P

Bi Bi г 

0 B2

0 0

... Bit 

... Bzt

... Bt

де матриці Bi,...,Bt - перестановочно незвідні.

ТВЕРДЖЕННЯ 6.6. Сагайдак Q s ациклічним тоді і тільки тоді, 

коли іонув перестановочна матриця P така, що

PtCOIP

0 *

0 0

0 0 

0 0

■А * 

* *

о *
0 0

ТВЕРДЖЕННЯ 6.8. Нехай Q - сильно зв'язний сагайдак і макси­

мальне додатне власне число матриці CQ] дорівнює одиниці. Тоді 

сагайдак Q співпадає з простим циклом Cn. Навпаки, ягацр Cn - 

простий цикл, то максимальне додатнє власне число матриці CCn] 

дорівнює одиниці.

* Lankaster P., .Theory of matrices, Academio Press, New York - 

London, 1969, 320 p.p.



ОЗНАЧЕННЯ 5.9. Нумерацію вершин сагайдака Q будемо навивати 

аяаадартюа, якщр матриця CQ] мав вигляд

- 9 -

CQ]

Bi *  

о Ba

о о 
о о

Bt-I * 
о Bt

де матриці Bi,...,Bt перестановочно неввідні, та координати до- 

датніх власних векторів zi,...,Zt лінійно впорядковані ва величи­

ною.

ОЗНАЧЕННЯ 6.10. Сагайдак будемо навивати правильним, якщо 

будь-яка нумерація його вершин в стандартною.

ТВЕРДЖЕННЯ 5.11. Правильний зв’язний сагайдак Q в сильно 

вв'явним сагайдаком.

В шостому параграфі доводиться теорема ровкладу для напів­

досконалих кілець, яка вагується на властивостях сагайдака Пірса 

та дається два варіанти теореми Веддербарна-Артина.

Нехай В ■ СГ(А)] - матриця суміжності сагайдака Пірса напів­

дооконалого кільця А, причому нумерація вершин сагайдака Г(А) 

стандартна. Тому

В • (*)

Bi *  * *

O Bg ••• * *

О О ... Bt-I *

О О ... О Bt

I* *

, H r  *



де матриці Bi,..., Bt перестановочно незвідні, та координати до- 

датніх власних векторів zt,..., zt, які відповідають максимальним 

додатнім власним значенням матриць Bi,..., Bt лінійно впорядкова­

ні за величиною.

ТЕОРЕМА 6.1. Нехай А - напівд^сконале кільце і В а СГ(А)] 

мав вигляд (*). Тоді існує розклад IeA в суму попарно ортогональ­

них ідемпотентів : 1 в Si + ... + gt такий, що

t
А » ©  SiAffj

W
двосторонній пірсовський розклад, де giAgj = 0 (3<і) і матриці 

суміжності сагайдаків T(Ai) кілець Ai ■ ^iAffi співпадають з Bi 

(1 ■ I.... t).

ТЕОРЕМА 6.8. Наступні умови рівносильні для напівдосконалого 

кільця А :

(1) сагайдак Г (A) s незв’язним об'єднанням точок;

(2) кільце А ізоморфно скінченному прямому добутку повних 

матричних кілець над тілами.

ТЕОРЕМА 6.4. Наступи умови еквівалентні для нетерова справа 

напівдосконалого кільця А :

(1) сагайдак Q(A) s незв'язним об'єднанням точок;

(2) кільце А ізоморфно скінченному прямому добутку повних 

матричних кілець над тілами.

Відмітимо наступний результат з сьомого параграфу.

НАСЛІДОК 7.3. Досконале кільце А єдиним чином розкладається 

у скінченний прямий добуток кілець Al..:., Am із зв'язними пер­

винними сагайдаками.

Основним результатом восьмого параграфу є теорема 8.1., яка 

формулюється для довільного (не обов'язково напівдосконалого)
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кільця.

ТЕОРЕМА 8.1. Наступні умови рівносильні для кільця А з 

Т-нільпотентним первинним радикалом :

(a) кільце А нерозкладне;

(b) фактор-кільце А/I2 нерозкладне.

У дев'ятому параграфі розглядаються ідемпотентні ідеали ца- 

півдосконалих кілець.

ОЗНАЧЕННЯ 9.4. Будемо казати, що кільце А задовільняє лівій 

умові Накаями для ідеалів, якщо для довільних ідеалів Ji і J2 

кільця А з рівності Ji + RJ2 = J2 випливав, що Ji = J2.

ТЕОРЕМА 9.3. Нехай напівдссконале кільце А задовільняє лівій 

умові Накаями для ідеалів. Тоді кожний ідемпотентний ідеал J має 

вигляд J = fAf, де f - ідемпотент, центральний за модулем радика­

ла Джекобсона R кільця А.

Нагадаємо, що s означає число попарно неізоморфних нерозк­

ладних проективних модулів над напівдосконаліш кільцем А.

ТЕОРЕМА 9.4. Нехай напівдосконале кільце А задовільняє лівій 

умові Накаями для ідеалів і нехай кожен нерадикальний ідеал є 

ідемпотентним. Тоді s і 2.

ТЕОРЕМА 9.6. Нехай А нетерове справа нерозкладне напідоско- 

нале налівдистрибутивне кільце. Яшцр кожен нерадикальний ідеал 

кільця А є ідемпотентним, то кільце А нетерове напівланигогове 

кільце і сагайдак Q(A) кільця А містить не більш двох вершин. 

Навпаки, якщо сагайдак напівланшагового нерозкладного нетерова 

кільця містить не більш двох вершин, то кожен нерадикальний ідеал 

цього кільця s ідемпотентним.

В десятому параграфі надається означення частково впорядко­

ваної множини, в’язки, наведені приклади комутативної та некому- 

тативної в’язки.

- 11 -
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Результатом #10 в твердження 10.2.

ТВЕРДЖЕННЯ 10.2. В'язка J(A) уоїх ідемпотентних ідеалівнапів- 

досконалого к’ льця А, яке задовольняв лівій умові Накаями для іде­

алів, відносно операції додавання ізоморфна напівотруктурі уоіх 

підмножин множини з S елементів віднооно операції об'єднання.

Метою третьої глави є опис горенштейнових напівмаксимальних 

трикутних та (О.і)-кілець та вивчення сагайдаків квазіфробеніусо- 

вих кілець.

Одиннадцятий параграф присвячен напівмакоимальним кільцям. 

Напівдосконале напівдистрибутивне (справа) кільце будемо називати 

SPSD (SPSDR) - кільцем.

ТЕОРЕМА 11.1. * Наступні умови рівносильні для нетерова

справа яапівпервинного напівдооконалого кільця А:

(а) кільце А є SPSD-Кільцем;

(б) кільце А в прямим добутком напівпростого артинова кільця

та напівмаксимального кільця.

ТЕОРЕМА 11.2. ** Наступні умови рівносильні для напівпервин- 

ного напівдооконалого нетерова кільця А:

(а) кільце А в SPSDR-кільцем;

(б) кільце А в прямим добутком напівпростого артинова кільця

та напівмаксимального кільця.

Наступна теорема дав опис напівмаксимальних кілець.

* Кириченко. В.В., Хибина Н.А. Полусовервеюше полудиотрибутив- 

ньіе кольца //Бесконечные группы и примыкающие алгебраические 

структуры.-Киев : Ин-т математики, 1993.-О.467-460.

** Кириченко В.В., Пащенко З.П. О полупервичных полусовертенных 

кольцах дистрибутивно-предотавленчесного типа //Алгебраические 

исследования, сборник статей, Институт математики HAH Украины, 

Киев, 1996 г.- 0.66-76.
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ТЕОРЕМА 11.3. ‘ Довільне напівмаксимапьне кільце ізоморфно 

скінченому прямому добутку первинних кілець вигляду :

о / « a - - -  ^ 1nO

а - / * ісг а / ^cr

/«or O'

де n ) I , C -  дискретно нормоване кільце з простим елементом я , 

Otij - цілі раціональні числа, причому «х» j + >аАк для усіх 

1,3,к ( « н  - O при і-l...n). Таке кільце нетерове з двох сторін.

У дванадцятому параграфі дається опис горенштейнових трикут­

них та (0,1)-кілець.

ТЕОРЕМА 12.1. * Наступні умови рівносильні для напівмакои- 

мапьного первинного зведеного кільця А :

(а) кільце А - горенштейнове;

(б) існує підстановка і б (і) чисел 1,...,п така, щр

але + « и л і) - .Rjh будь-якого і.

ТЕОРЕМА 12.2. Будь-яке трикутне горенштейнове кільце А -

- U«u),0> еквівалентно в сенсі Моріти кільцю вигляду

* Завадский А.Г., Кириченко В.В. Модули без кручения над первич­

ными кольцами //Зап.науч. семинаров ЛОМИ АН CCCP.- 

1976.-57.-с.100-118.
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Ak

СУ Cr or
Я*ЧГ ff tr

TtkO HkCT (У

д е  к >1 .

Навпаки, кільце Ar б горенштейновим кільцем при довільному

к >1 .

ТЕОРЕМА 12.3. Будь-яке зведене горенштейнове (О.І)-кільце А 

іеоморфно кільцю Hm (O) або кільцю Qzm(0). Навпаки, кільця Hm (O) 

та Ggm (O) в горенштейновими (0,1)-кільцями.

ТЕОРЕМА 12.4. Сагайдак горенштейнового трикутного (*), або 

(0,1)-кільця (**) б бірядним. В випадку (*) - це простий цикл з 

петлями в кожній вершині або простий цикл. В випадку (**) це або 

простий цикл э матрицею суміжнооті Cn або бірядний сагайдак, що 

задається блочною матрицею суміжнооті

Сп/2

Сп/2

Сп/2

Сп/2

і який існує тільки для парних п.

В тринадцятому параграфі ровглядаються квазіфробеніусові 

кільця. Основним результатом цього параграфу б наступна теорема.

ТЕОРЕМА 18.1. Сагайдак Q(A) нерозкладного QF-кільця А сильно 

зв’язний. Навпакі, для довільного сильно вв’явного сагайдака Q 

існує окінченновимірна QF-алгебра А така, що Q(A) - Q.
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Мащенко Л.З. Полусовершенные кольца и их ввойства. рукопись. 

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-матема­

тических наук то специальности 01.01.06 - алгебра и теория чисел. 

Киевский университет имени Тараса Шевченко, Киев, 1997.

В диссертации получены теоремы разложения для различных 

классов полусовершенных колец. Доказано, что колчан квазифробени- 

усова кольца сильно связен. Изучены идемпотентные идеалы полусо­

вершенных колец, удовлетворяющих условию Накаямы. Описаны нетеро- 

вы полусовершенные полудистрибутивные кольца, в которых каждый 

нерадикальный идеал идемпотентен. Изучены горенштейновы полумак- 

симальные треугольные и (0,1)-кольца и их колчаны.

Maschenko L.Z. Semi-perfect rings and their properties. The 

manuscript. Thesis of the dissertation for obtaining the degree

of the candidate of sciences in physics and mathematics

speciality 01.01.06 - algebra and number theory. Kyiv Taras

Shevchenko University, Kyiv, 1997.

Decomposition theorems for various classes of semi-perfeot 

rings are obtained in the dissertation. It was proved that the 

quiver of a quasi-Frobenіus ring is strongly connected.

Idempotent ideals of semi-perfect rings with Nakayama condition 

are investigated. Noetherian semi-perfect semi-distributive rings 

such that every their non-radioal ideal is idempotent are 

described in the dissertation. Gorenstein semi-maximal triangular 

and (0,l)-rings and their quivers are studied.
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