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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

АКТУАЛЬНІСТЬ ТЕМИ. Теорія псевдодиференціальних операторів 

(ПДО), яка в сучасній формі була створена в середині шістдесятих 

років, є предметом багатьох досліджень. Ix число значно збільшилося 

після того, як виявилося, що ПДО тісно зв'язані з трудними і важли­

вими задачами аналізу 1 математичної фізики. Так, наприклад, ЦДО 

особливо важливі в теорії еліптичних крайових задач і мікролокаль- 

ному аналізі. На даний час досить широко розвинена теорія ПДО 1 
псевдодиференціальних рівнянь (ПДР), яі з викладена у всесвітньо ві­

домих монографіях М.О.Шубіна, М.Тейлора, Ф.Трева 1 Л.Хермандера.
Серед нових рзділів цієї теорії заслуговує особливої уваги те­

орія ПДР з негладкими символами. Такі рівняння мають важливі засто­

сування в теорії випдкових процесів. Теорія ПДО з негладкими симво­

лами тісно зв'язана з сучасною теорією фракталів, яка останнім ча­

сом бурхливо розвивається.

Лінійні параболічні псевдодиференціальні рівняння (ППДР). з не­

гладкими символами сули визначені О.Д.Ейдельманом 1 Я.М.Дрінек на 

початку сімдесятих років. Ними будувався 1 досліджувався фундамен­

тальний розв'язок (ФР) задачі Коші для таких рівнянь. Зауважимо, що 

при цьому оцінтті функції з оцінок ФР є степеневими, а не експонен­

ціальними як.для диференціальних рівйянь. Це підтвердив М.В.Федорюк, 

який знайшов точну асимптог-ку при |х|-«» фр задачі Коші для1 ППДР з 
сталим однорідним символом.

Вр-чливу роль у дальшому рзвитку теор і І ППДР є негладкими сим- 

лами відіграли праці А.Н.Кочубея в яких він уперше звернув увагу на 

те, що ПДО 3 негладкими символами мойуть трактуватись як гіперсин- 

гулярні інтегральні оператори (ГСІО). He дало можливість при дос­

лідженні задачі Коші для таких рівнянь використати добре розвинену 

теорію ГСІО. На цьому шляху А.Н.КочуОею вдалося побудувати І вивчи­

ти ФР задачі Коші, довести теореми про розв'язність задачі K o '1 , 
вказати на цікаві зв'язки одержаних результатів з теорією випадко­

вих процесів. •

P якісній теорії диференціальних рівнянь з частинними похідни­

ми істотну- роль відіграють методи, в основі яких лежить побудова 

спеціальних класів пробних функцій (суб- і суперрозв'язків, бар'е-,
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рів). Найглибші результати одержані цими методами в теорії еліптич­

них та параболічних рівнянь другого порядку, для розв’язків яких ви­

конується принцип максимуму. Для рівнянь і систем рівнянь довільно­

го порядку, для розв'язків яких не виконується принцип максимуму, 

техніка побудови і дослідження потрібних класів пробних функцій ви­

магав істотної модифікації. Дослідженням у цьому напрямку присвяче­

ні праці В.0.Кондратьева та С.Д.Ейдельмана. в яких міститься різно­

манітна інформація про властивості невід'ємних розв'язків рівнянь і 

систем рівнянь будь-якого поряжу і певної структури.

Дисертаційна робота присвячена дослідженню якісних властивос­

тей розв'язі в IllOT1 "а систем таких рівнянь.

МЕТА РОБОТИ. Метою роботи є поширення на окремі класи Ш1ДР і 

систем ППДР (СІІГЩР) з негладкими символами результатів якісної 

теорії параболічних рівнянь і систем рівнянь з частинними похідними. 

Зокрема, це розвиток і застосування вищезгаданого методу пробних 

функцій, одержання точних оцінок 1, дуже бажано,, асимптотики ФР за­

дачі Koiiit, дослідження поведінки розв'язків при великих значеннях 

часової змінної (с :абіизація 1 стійкість за Ляпуновим розв'язків, 

теореми типу Ліувілля).

МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ. У дисертації використовуються методи пере­

творення Фур'є, теорії спеціальних функцій (зокрема вироджених гі­

пергеометричних функцій, функцій похибок), теорії ГСІО та теорії 

параболічних диференціальних рівнянь і систам рівнянь.

Для одержання оцінок для доеільних t>0 ФР задам Коші для ОІШДР 

використовується методика, розроблена в скалярному випадку А.Н.Кочу 

беем. При описанні множини зі чеяь ПДО, визначених на класах припу­

стимих пробних функцій, розроблена спеціальна методика, яка істотно 

модифікує відому для диференціальних рівнянь методику B.C.Кондрать­

ева 1 С.Д.Ейдельмана Теореми про стабілізацію розв'язків,задач і 

Коші для cmiflF і деяких ПІІДР доводяться за допомогою модифікації 

методики, розробленої в диференціальному випадку С.Д.Ейдельманом,

В.Д.Репніковим, Ф.О.Порпером, L „М.Валицьким.

НАУКОВА ■ НОЕ'ВНА РОБОТИ. Вона полягає в:

-«.держанні асимптотичного зображення при фіксованому t> O 

і |:г|-<» ФР задачі Komt для рівняння дифузії з псевдодшференціальним 

доданком, побудованим за симгглом |о|, OeIRn , для випадку, коїш

п-1 ,й;

- OrTicaHHl множини значень ГЩО з негладкими однорідними симво­
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лами порядку 7€(0,2 );

- доведенні теореми про единість невід'ємних слабких розв'язків 

задачі Коші для рівняння дифузії з псевдодиференціальними доданка-

ми, побудованими за символами |о| , oeR , 7fc€(0,2 ), {fc-1 ,...,m);
- виведенні точних оцінок у півпросторі П={ (t,ЛГ) 11>0, XeRriJ 

фундаментальної матриці розв'язків задачі Коші та п похідних для 

СШЩР з сталим однорідним символом;

- знаходженні достатніх умов рівномірної на кожному компакт! і 

рівномірної в усьому просторі IRn стабілізації розв'язків задачі Ко­

ші для СПЦЦР з сталим однорідним символом;

- встановленні необхідних T l  достатніх умов точкової стабілі­

зації розв’язків задачі Коші для одного ППДР з символом порядку 

7*1 1 невід'ємних розв'язків у випадку, коли порядок символа 7?(0,2 ) 

1 число просторових змінних п>1 ;
- доведенні теореми про L -стійкість за Ляпуновим (1 (г̂а>) три­

віального розв'язку задачі Коші, а також теореми типу Ліувілля для 

розв'язків СІЩЦР з сталим однорідним символом;

- одержанні формули та оцінок для ядра Пуассона крайової зада­

чі в півпросторі по просторових ам!нних, у рівняння 1 крайову умову 
якої входять диференціювання по нормальній змінній та ПДО по дотич­

них змінних.

ТЕОРЕТИЧНА І ПРАКТИЧНА "ІННІСТЬ РОБОТИ. Дисертація має теоре­

тичний характер. Результати та розвинена в роботі методика можуть 

знайти застосування при дослідженні властивостей розв'язків 1 ко­
ректної розв'язності задачі Коші та крайових задач для лінійних і 

квазілінійШіХ параболічних исевдодиференціальних рівнянь, у теорії 

випадкових процесів, у фізиці фрактаЛьних середовищ.

НА ЗАХИСТ ВИНОСИТЬСЯ:
- теорема про асимптотичне зображення ФР задачі Коші для рів­

няння дифузії з псевдодиференціальним доданком;

- теорема іфо опис множини значень ПДО з негладкими однорід­

ними символами порядку 7« (0,2 ), визначених на класах припустимих 

пробних функцій типу бар'єрних функцій;

- теорема про єдині ть невід'ємного слабкого розв’язку задачі- 

Коші для рівняння дифузії з псевдодиференціальними доданками;

- оцінки в твпросторі и фундаментальної матриці" розв’язків 

задачі Koinl та II похідних для СПЦЦР з сталим однорідним символом;

- теореми про рівномірну на кожному компакті і рівномірну в



усьому просторі Kn стабілізаці І розв'язків задачі Коші для СІЩЦР#>- 

сталим однорідним символом;

- необхідні та достатні умови точкової стабілізації розв'язків 

задачі Коші для одного П11ДР з символом порядку у = і і невід'ємних 

розв'язків у випадку, коли порядок символа те(1 ,2 ) 1 п>1 ;
- теорема про L -стійкість за Ляпуновим (1 ̂ rsjm) тривіального 

розв'язку задачі Коші і теорема типу Ліувілля для розв'язків СПДЦР 

з сталим однорідним символом;

- формула та оцінки для ядра Пуассона крайової задачі в пів- 

просторі по просторових змінних, у рівняння I крайову умову якої 

входять диференціювання по нормальній змінній та ПДО по дотичних 

змінних.

Усі результати, що виносяться на захист, належать авторові.

АПРОБАЦІЯ РОБОТИ. Основні результати дисертації доповідались та 

обговорювались на; наукокому семінарі Чернівецького відділу Інсти­

туту прикладних проблем механіки І математики їм. Я.С.Підстри- 

гача HAH України (керівник - доктор фіз.-мат. наук, професор Іва- 

сишенС.Д., 1994-19"¾ рп.); науковому семиларі математичного фа 

культету Чернівецького державного університету їм. Ю.Федьковича 

(1996р.); Льв 1 вському міському науковому семінарі з диференшаль 

HiiX рірт,янь (1996р.); Міжнародній математичній конференц!і, при­

свяченій пам'яті Ганса Гана (Чернівці, 1994 p.); Всеукраїнській на­

уковій конференц І "Нові підходи до розв'язання диференціаль­

них рівнянь” (Дрогобич, 1994 p.); Всеукраїнській конференци"Ди­

ферент ально-функціональні рівняння та їх застосування" (Чернівці, 

1996 p.); науковій конференції "Нелінійні проблеми аналізу" (Івано- 

Франківськ, 1996 p.).

ПУБЛІКАЦІЇ. Основні результати дисертації опубліковані в 8 ро­
ботах,' список яких подано в кінці автореферату. У спільних працях 

С.Д.Ейдельману напежить постановка задачі та основи' ідеї їх роз­

в'язання.

СТРУКТУРА TA ОБСЯГ РОБОТИ. Дисертація складається 1 з.вступу, 
списку використаних основних позначень 1 скороче̂, трьох розділів, 

додатка 1 списку літератури. В Ktmjl дисертації коротко/ наведені 

основні результати 1 висногчи. Перший розділ містить три параграфи, 

другий 1 третій - по два. Повний обсяг роботи складає 137 сторінок. 

Список літератури містить 85 назв.

6



T

ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У вступі обгрунтовується актуальність теми дослідження, визна­

чається мета дисертації, дається стислий огляд літератури по темі 

дисертації та коротко викладається зміст роботи.

Список основних позначень і скорочень містить ті позначення і 

скорочення, які е загальними для всієї дисертації.

У першому розділі дисертаційно! роботи {§ 1-3) описуються кла­

си рівнянь і систем рівнянь, які розглядаються в роботі, та наво­

дяться результати, що стосуються ФР задачі Коші для таких класів 

рівнянь.

У § 1 наводиться означення матричних I1CIO і ОДО та доводиться, 

іцо ГСІО є продовженням ПДО з вузького класу на ширший клас функцій. 

Нехай Пт=і(ї,х)|Ге(0,TI, аг€Кп}, K - сукупність усіх матриць M 

розміру гкs, елементами яких е дійсні чЯсла, |M | - норма матриці М, 

[Tl - ціла частина числа 7 , E - одинична матриця.

Об’єктом дослідження в дисертаційній роботі (який описаний у 

п. 1.1) є розв'язки ППДР та СППДР з негладкими символами вигляду

де Ak - матричний ПДО з символом g : і O 1T Jxft -*gp , . Для одного

рівняння р=1 і K 1, -IR.

Припускаються виконаними такі умови:

Ci1) елементи матриць afe(t,o), ШОДЧ, 0€®п, Р4&9Л, е непе­

рервними, а також однорідними по о порядку Jjt функціями, де чис­

ла Jk такі, що Jk> K  OKltm., причому г1 <72<-•
O2 ) система (1) рівномірно параболічна на [О,TI, тобто, ц-ко- 

рені многочлена det(a0 (t,о)+рЕ) задовольняють нерівність ■

для всіх telO.TI і OeiRrt з деякою сталою б>0;

а3 ) елементи матриць a. (t,a), (¢10,Tl, OeRnVfO), Oikm, мають 

NSJJn+2 (7^ 1+1 неперервних похідних по о, для яких правильні оцінки

m

0 tU ( t 9,T) + (AqU) ( t , x )  ■» (Aj8U ) ( J tX ) -0, ( t ,  XJ^rirr, (1)

X = I

Re nft ,aX-Sjaf
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7. -I*I
13“afc (t ,0 ) I «CN I a I k , |ae|̂ N, tetO.T], QelRrNtO).

Зазначимо, що символи можуть бути негладкими при о-О, тому при 

дослідженні розв’язків системи (1 ), взагалі кажучи, не можна за­

стосувати стандартне числення ПДО, як це робилося для ПДР з гладки­

ми символами. Перші результати про розв'язність задачі Коші для од­

ного рівняння (1) були одержані С.Д.Ейдельманом і Я.М.Дрінем. Однак 

повністю коректні, а в деяких випадках і остаточні, результати бу­

ли 'одержані для одного рівняння А.Н.Кочубеем, де вперше ПДС трак ­

туються як ГСІО. У дисертаційній роботі ми дотримуємось такого ж 

трактування. При цьому символи ПДО, як правило, залежать лише від о 

або лише від а і часової змінної Г.

Нехай 7-неціле додатне чиию, функції /IiRrl-IKp1 і Q: [0,co)xSn~'-> 

-*Крр е неперервними і обмеженими, причому функція / мав обмежені 

похідні до порядку [7 )+1 . Вираз вигляду

(Dj;)(t,T)*r1 [ 0 (t,h'J(A^Z)(X)IftrtntTf3Cffi. t>o, хек", (2 )

IRn

де ї>7 , сі - деяка стала, яка залежить від чисел n, І, 7 , визначає 
матричний ГСІО порядку 7 з характеристикою О.

Покладемо в (2)

d-dn j(7 )е f (1-е * 1 )lI o r uitTf’do, O 1 = (S11O ) 1 3^(1,0,...,0).

IRn

Лема '.1. Нехай Dt - матричний ГСІО порядку 7>0 з сталою харак­
теристикою £ЬЕ, тоді інтеграл

(D^)(X)-CT1J E(Ayf) (X) IlZl-tntTf 7>о - неціле,

IRn

є абсолютно збіжним при І>7 за умови, що функція / має обмежені по 
хідні до порядку Г|Ь1 включно. Цей інтеграл не залежить від вибору 

І>7 . Прл цьому операція 1)|, є продовженням ПДО

F"1 IEIoItP І/)),
Ofi * X 1 1 X -* a  J *



яка ц{ею формулою визначена на просторі S(Kn ).

У п. 1 . 2  є зауваження щодо 7“2Ь парного і 7 цілого непарного, 

а також випадку, коли функція / належить до ширшого, ніж S(Kn ), 

класу гладких функцій.

У п. 1.3 розглянуто випадок, коли 76(0,2 ), де ГСІО трактується 

як збіжний за Коші невластивий інтеграл, для регуляризаціі якого 

використовується різниця першого порядку:

(Vlf)(X) = — 1—  Ilm Г E(AhZ)(T)IfirlntAtfi, хтп, (3)
&  d (7 ) є— о J h

п R— >ю UsSIhKR)

/: Rn--HR - неперервно диферентйовна функція,

% ( п - і  ) / г  р ( ( і  +- |г)/2)Г(2—7 )COS7(тг/2 )
 —  --- .— __— ----------- ----------- при, 7^ 1 ,

а (7 ) . . Г( (п-• 7 )/2)T (1 —7 )

тс(п+11/2
 — .' ..- при 7 = 1.
ГЦп+1 )/2)

Такі ГСІО використовуються у розділі 2, де описується множина 

значень ПДО з символом |о|т, OtlRn , 7е(0,2), визначених на спеціаль­

но підібраних класах пробних функцій. Вигляд пробних функцій зумов­

лений вивченою в і 2 асимптотичною поведінкою ФР задачі Коші, яка 

узгоджується 1 їх точною степеневою оцінкою.

Пункт 1.4 містить необхідні відомості про сферичні функції з 

праць С.Г.Самка.

У § 2 розглядається ФР задачі Коші для ІЩР, які містять ІЩО з 

символами, не залежними від просторових змінних. У п. 2.1 даетьйя 

означення ФР задачі Коші для таких рівнянь і наводиться приклад.

Розглянемо задачу Коші для скалярного рівняння (?)

Tfl

d tu(t„r) + (A0u)(t,jr) + ^  (AjU H t tT) - 0, U 1T K n i , (4)

Ь=1

и(і,т)І ”ф(т), XtJRn . (6)
І *==о

Нехай виконуються умови оц -а3 . Умова аг означає, що і снує 

стала б>0 така, що для всіх tetO.'l] і довільних OeiFrl виконується 

нерівність

Re a0 (t,o) > 6 |о|7°.

Означення 2.1 ■ ФР задачі Коші (4)-(5) називається функція

9



G(t,i,x), 0^'C<t^T, xeiRn , така, що інтеграл

u(t,x) - j G U . t . x - O q X f  )d|. (t, т)€П(г>т]2 (т,Т],®,г1

є розв’язком рівняння (4), який задовольняє умову

U(t,X)| 'Cp(X)f .TeRn 1 
It = X

для будь-якого tetO.T) t довільної гладкої фінітної функції Cp. 

Приклад. Для рівняння

(A1 + A 1 J U -  0,

де A 1 - ПДО з символом I а I, аеКп, яка трактується як ГСІО вигляду 

(3), де E=1, 7-І, ФР задачі Коші визначається формулою

Г( (71+1 )/2) t
G (t , Г)  ------------ — — — — . (ItIjen=(OfO))xKn .

К(п+1 у/г

У п. 2.2 одержана формула для ФР задачі Коші (4). (5), а у 

п. 2.3 наврдяться оцінки ФР задачі Коші, які доведені А.Н.Кочубеем. 

Основним результатом } 2 в, отримане в п. 2.4, асимптотичне зобра­

ження ФР задачі Коші для рівняння дифузії з псевдодиференц'іальним

доданком

в(u(t ,x)=azUxu(t ,x)+bk^u(t ,х), {a,b)eR\{0 }. (6)

Теорема 2.1. Для ФР задачі Коші для рівняння (6 ) при п-1 і п=3 

правильні Biдосвідно асимптотичні зображення

1 fbs tz-x?) Ьх

10

G,(t.x.a.b) - — -—  exp-j■ --j-— } 2соа— f + 
Z a /  %t '

sivU j r l

bt 1 ..
+ ----- ; 0 ( | Z | '  ), (?)

TC ( J t 2 H z )

1 fbb r - | x r i

G3 < t-X ' a-'b ) ' 8*3/2a3 t3/8 e;rP{  4П2 £ j
cos-

Sic372Q3I372 fI  4a21 J 2а2

Ы 1

* - р - s -т ----------- Г г  +  ~ г “ ~ T  0 ( ! г Г  > -  <8 >f r ( t r t 2+|x| )■ aet|x|



які виконуються При

*\х\^
|Х| > |Ь| £>0, | Z | --- — ------------- - 00.

2 а/Г
Із зображень (7) і (8) випливають такі наслідки:

1) головними членами асимптотичних рівноотей (7) та (8) при

великих значеннях |х| та фіксованому t е відповідно функції

Ы Ы

%(bz t 2+a?) t?  (Ь2г2 + ІЛГ|2 ) - ’

2 ) при CkO функція G (£ ,х,а,Ь), £>0, лгеК", пеП.З), не е знако-

сталою;

3) при Ь>0 функція GAt.x.a.b), t > 0 ,  xeiR", додатна̂

•Отже, при взаємодії локального (дифузія) та глобального (ДЦО) 

факторів асимптотична поведінка ФР задачі Коші визначається нело- 

кальним доданком. Головним членом знайденої асимптотики визначаєть­

ся клас припустимих пробних функцій, які використовуються у розді­

лі 2 при доведенні теореми про є д и н і с т ь  невід'ємних розв'язків за­

дачі Коші.

У § 3 виведені точні степеневі оцінки у півпросторі Il ФР G за­

дачі Коші для СППДР типу (1)

O tUitlX) + (AqU )(t ,х) - 0, (t,x)<n. (9)

Теорема 3.1. Нехай сийвол aQ ПДО A0 не залежить від £ і задо­

вольняє умови Дв N>2n +21701+1. Тоді ФР Q задачі Коші для

системи (9) має похідні B“G, |*|4N-2n-t70 l, I S tG, для яких пра­

вильні оцінки

Ґ 1 ̂ 7л (г*-+7п+ Iі* І 1
|D“G(t,(C1I) І < CM (t-i)|(t-t) t|x|J р

t>TSO1 T€lRn , ІаеI<N-2n-[70 1 ; (1Q)

r 1/7 r , ->_ <n + Tn)
\dtG(t,i,x) I ^ C n t - T )  +|x|J 0 , t>?X), XtRn . (11)

Доведення цієї теореми проводиться розповсюдженням міркувань з 

праці А.Н.Кочубея на випадок СППДР. Для випадку п-1 нерівності (10)

1 (11) доведені в скалярному випадку іншим способом у праці 

С.Д.Ейдельмана і Я.М.Дршя,

11



Другий розділ дисертації присвячений розвиткові методу пробних 

функцій для ППДР.

При застосуванні методів теорії диференціальних рівнянь з час­

тинними похідними з праць В.0.Кондратьева і С.Д.Ейдельмана для ЦЦР 

з негладкими символами виникає непроста задача про описання множини 

значень ДЦО, визначених на спеціально підібраних класах пробних 

функцій.

У { 4 доведена теорема про множину значень ПДО з символами
•у

I а I fc, оеЖп, 7£(0,2 ), feed... .,т), визначених на пробних функціях

12

Вигляд сім'ї нробних функцій підказує асимтотичне зображення ФР за­

дачі Коші для рівняння дифузії з псевдодиференціальним доданком, 

одержане у п. 2.4. Ця теорема дозволяє побудувати такі пробні функ­

ції, за допомогою яких вивчаються якісні властивості розв’язків ши­

рокого класу ГЩР, зокрема доводяться теореми про єдиність не­

від'ємних розв'язків задачі Коші. При знаходженні множини значень 

ПДО, визначених на класах припустимих пробних функцій типу бар'єр­

них функцій, розроблена спеціальна методика, яка істотно модифікує 

відому для диференціальних рівнянь методику В.О. Кондратьева і 

С.Д. Війдвльмана.

Спряжені операції до ГСІО

вигляду

ґ P -.-(11+7)/2
®(t,r;Q) = tj|x| + Q J , t>0, ielR , Q>0.

1
A1U(I1X)*----------H m

dn . i < V r °
Ihl t‘n+Tfe)(u(t,x+/i)-ti(J,x))d?2, (12)

R-*oo ( e ^ lh K R )

(t.DeUj,, 7ле(0,2), ftetl.......m),
визначаються такими співвідношеннями:

А Іи(г,х)ш-— —  Ilm [I (u(t,x~h)-u(t,x))dh, (13)
h d  . ( 7  ) є - ю  ■!-I

n ‘ 1 *  R-»oo ( e « t| h | % R )

(£,x)fllT, 7^(0,2), ki( 1 .......mi.

Теорема 4.1. Нехай Q - додатний параметр, 0<7^7fe<2, fteflj,.,. ,m) 

прип̂З, (7 ,7^ - ( 0,-2 ), fced,...,«> при п-1, 76(0,11, 7fce(1,2),

Af(l ___ mi при n*2,
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-  !Ltl

Фп (г , X ; Q) * t (|J7|2 +Q) 2 , (Т,Х)€Цг.

пробна функція. Тоді

A*®n (t,I;Q)-$n (t,X;Q)Pn (j:;Q), (t,r)€lIT ,

Fr (XiQ) * ----------U m  ff-R (x;Q),
cW V r 0

F ^ ( X t f )  5 {{

P-»oo

ILi-T n f T

(Iдг12 +Q) 2 -(\x-h\z *Q) 2 dh

г tL| 2  Ihlnf^
{e$|/v|£R} (\x-h[ iQ)

та існують Qo>0, Q,>Q0 такі, що функція Рп(х;й), xeR", QetQolQ 1 I, е 

неперервною і обмеженою.

У § 5 метод пробних функцій застоеввується до доведення теоре 

ми про єдиність невід'ємного слабкого розв'язку задачі Коші для 

рівняння

Lu(t,x)=-dtiL(t,x)+ Y  dX dX (akJ(t>x)u (t>x))-Y дх (cik (t,x)u(t,x))< 
к,j -і * J fe-i k

m

aQ(t,x )u (t,x ) + Yi \ ( b k(t ,x )u (t .x )) '0 , ( t , i ) e n T , (14)

.  f e = 1

.7
де Ak - ПДО з символом -|o|'fc, oeR", ^¢(0,2), feed ,...,ш), яка виз­

начена співвідношенням (1 2 ).

Нехай виконується умова

P 1) ак j ак, а0 , Ьк - вимірні, обмежені сталою М, функції у 

шарі ГІТ.

Означення 5.1. Локально інтегровна в IIt функція u називається 

слабким розв'язком рівняння (14) у шарі Пт, якщо для довільної 

нескінченно диференційовноі і фінітної в IL функції Ф правильна ін­

тегральна тотожність

П

JjuU.x) а(Ф(ґ,і)+ Y t ak,(t,*'>a xk x ® (t,x)*

П,,
k,J\
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акМ,х)дх 9>(t,x)+aQ {t,x)<i>{t,x)+^ bfc(t,x)A*®(£,x) Jtdr=-O,

де А* визначені формулою (13).

Означення 5.2. Слабким розв'язком u задачі Коші для рівняння 

(14) з локально інтегровною початковою функцією ф називається слаб­

кий в ІТ„ розв'язок рівняння (14), ЯКИЙ' для довільної нескінченно 

диференційовної 1 фінітної в IKn функції Ф задовольняє умову

Iim ц(1,і)Ф(х)(іГ“Г ф(.г)Ф(.г)сіг. 
t*o J J

Rn IR’1
Лема Ь■1. Нехай виконуються такі умови:

8.,) існують та неперервні і П,„ похідні Э а а. <9 а.; функ-
к J k

ці я а0 неперервна в IIt ;

р3 ) функції Ьк мають в Пт неперервні по х похідні.

Тоді довільний класичний в Г!т розв’язок рівняння (14) е слаб­

ким розв'язком'цього рівняння в ITt ; класичний розв'язок задачі Ко­

ші е слабким розв'язком задачі Коші.

Нехай виконується умоба 
т

P4) I  dt I  |u(t,a-)| (1 +|Х| r (n n)dtdr < і»,

о IRn

Теорема Ь. 1. Нехай виконується умова P1. Тоді довільний слаб­

кий невід'ємний розв'язок u задачі Коші для рівняння (14), який за­

довольняє умову р4 1 нульову початкову умову, майже всюди в IIt до­

рівнює нулеві.

Ця теорема є новою, бо єдиність невід'ємних розв'язків задачі 

Коші для ПДО лише в класах спадних при |х|-*ю функцій доведена

А.Н.Кочубеем. Методика доведення теорем єдиності невід'ємних роз­

в'язків задачі Коші для ПДР запозичена з праць В.0.Кондратьева і

С.Д.Кйдельмана. Згідно з цією методикою дослідження складається 

з таких етапів: І) знаходження асимптотичного зображення ФР задачі 

Коші для модельного рівняння; 2) визначення сім'ї припустимих про­

бних функцій І опис множини значень відповідних ПДО, визначених на 

цих функціях; 3) використання інтегральної тотожності, якою визна­

чається слабкий розв'язок.
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У третьому розділі за допомогою одержаних у § З оцінок Ф° за­

дачі Коші для СПЦЦР з сталими однорідними символами знайдені умови 

стабілізації розв'язків задачі Коші і§ 6 ), доведена теорема про 

Ljii-CTійкість за Ляітуновим тривіального розв'язку задачі Коші, а та­

кож одна теорема типу Лі.увілля для розв'язків СППДР (tf 7).

Під стабілізацією розв'язку задачі Коші звичайно розуміється 

існування у нього певної границі (в тому чи іншому розумінні) при 

Використовуються наступні означення.

Означення 6.1. Кажуть, що функція и:П-IKp1 стабілізується до

функції t>:Kn-IKpf при t-к»:

1 ) рівномірно на . кожному компакт! простору Rn , якщо

uit,х)— ~+v(x) рівномірно по «К  для будь-якого компакту IKdRn (рів- 
І  —*00

номірна на кожному компакті стабілізація);

2^ рівномірно в Rn , якщо Uit,х)-----v(x) рівномірно по xeR"
t  -*00

(рівномірна стабілізація).

Означення 6.2. Функція u:ll-*R стабілізується до сталої Z в точ

ці'I0ERn , якщо u{t,x°)— (точкова стабілізація). 
t -*00

У п. 6.2 і 6.3 розглядається питання про стабілізацію розв'яз­

ку задачі Коші для системи (9). Розв’язок такої задачі з обмеженою 

вимірною початковою функцією ф:IRn-̂ K визначається Інтегралом Пуас­

сона Р

Ц(Ш) = [ G(t,0,x-()ip(t№; it,х)еГІ. (16)

Rn .

Позначимо через Rg один із координатних кутів простору Rn , 

тобто множину точок .TeIRn . координати яких задовольняють нерівності 

х 20, е=(є, ,є_,..,«є ) - фіксований вект?р, компоненти
1 1  Ti-Tl I C  Tl

якого набувають значень 1 або - 1 .
Через R0 позначимо кут з вершиною в точці H^ieiU 1 ,егап), 

а(>О, {=1 ,... ч, т,о містить початок координат, ребра якого парале­

льні координатним осям. Нехай точка b-(Ь ,Ь2 ,... ,t>n )i-;R°, а/Ь. Тоді 

через Н“ позначимо кут, аналогічний R*, що містить точку а. Якщо 

а-Ь, то кути в“ і є вертикальними.

Паралелепіпед R П R° позначимо через Rea, RgH Ra П R^ - через 
п

Reab і A= П а{ - об’єм паралелепіпеда Rea.

Теорема 6.1. Нехай символ aQ ГЩО A0 задовольняє умови з творе 
ми 3.1, а початкова функція <р обмежена.
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Якщо виконана одна з таких умов:

а) функція ф мав кутові граничні середні, тобто існують скін

ченн 1 гранти послідовностей —  f (p(£)d£, коли а, , . . . , а  незалежно 
A - I  i n

R
е а

один від одного прямують до нескінченності, при цьому граішця І 

однакова в усіх R^;

б) усі елементи матричного символа aQ е парними функціями ар­

гументів O 1.... оп, а функція ф має центрально-симетричне середне,

тобто існує скінченна границя І послідовностей

коли складові вектора а незалежно один від одного прямують до 

нескінченності, при цьому граішця І однакова в усіх R.U Н_о;

в) усі елементи матричного, символа aQ є парними функціями по 

кожній із змінних O 1,O2 ,...,оп окремо, а функція ф має граничне 

середнє, тобто

коли а .... ап незалежно один від одного прямують до нескінченності,

прямує до скінченної границі І, то функція (15) прямує до І при 

t'*оо рівномірно в кожній обмеженій кулі простору К".

У п. 6.3 наведена одна теорема про рівномірну стабілізацію 

розв'язків СПГЩР (9).

Нехай B (T,a)«{e-(eir,..,Cn )€llfl|Vj€(1,...PTi}:|£^rJ|<diJ) - пара­

лелепіпед з центром в точці х- (X1,... ,Xn K R n і ребрами Qj>0, I

a-(a,,...,a )■; а°в mtn a.; IP(x,a)|$2n Па. - об'єм Р(х,а).
1 П . I C K n  J ' J = 1 3

Теорема 6.2. Якщо початкова функція ф обмежена І має нульове 

рівномірне граничне середнє по паралелепіпедах Р(х,а), тобто

рівномірно ПО XfRn , го розв’язок (15) системи (9), для ЯКО! вико-

Ф(Є>«.
2А J 

R U H
е а  - е а

-а, -а
U

...---------f Ф(С)й£ -5—  0
|Р(Х,а) а -на

Р ( х . а )
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нуються умови з теореми 6.1 , рівномірно стабілізується до 0.
У п. 6.4 доведена теорема про необхідну та достатню умову точ 

ковоі стабілізації розв'язку задачі Коші

(St - Drf)u(t,x) - 0, (t,x)eП, (1 6)

U ( t ,X )|  ф(Х), .геГС", (17)
I t=o

де D t - [ЩО з символом |о|‘т, аеК", 7>1.

Теорема 6.3. Для стабілізації в точці x°elRn до сталої L визна­

ченого формулою (15) розв'язку u задачі (16), (17) з 7=1 необхід 

но й досить, щоб обмежена функція ф мала рівне Z кульове граничне 

середне в точці X0 t тобто

I l m ----- я----Г ф(£) dC"Z,
r-oo |(K(x0,R)| J

K ( X 0 1R )

де К(х°,Н) - куля в Kn радіуса H з центром у точці X0 .

При доведенні теореми 6.3 використовується методика, яка роз­

роблена для випадку диференціального рівняння і грунтується на та 

уберсвій теоремі Н. В іпера.

Зауважимо, що теорема, аналогічна теоремі 6.3, для випадку, ко­

ли 7>1, доведена С.Д.Ейдельманом і Я.М.Др'їнем.

Пункт 6.5 містить теорему про необхідну та достатню умову точ 

ковоі стабілізації невід'ємних розв'язків рівняння (16) з 7€(1,2). 
Так: розв'язки зображуються інтегралом Пуассона-Стілтьеса

u (t, х) *Т G(t,o,x-£)n(dS), (1 8 )

IRn
да ц - міра, яка визначена на о-алгебрі борельових множин простору 

Kn і така, ;цо збігається інтеграл

п+7

[  [1 +I? |г )  2 H «J ? ) .

IRn

Теорема 6.4. Для стабілізації при t-оо і фіксованій точці 

х-х0еГСп, п>1,. інтеграла (18) до стело! Z необхідно й досить, щоб

ц (K(X0 f R ) )
Ilm — -— ---  - Z.
R-*® IK(X0 1R )I

У п. 7.1 доведена теорема про стійкість за Ляпуновим тривіаль-



18

ного розв'язку задачі Коші для системи (9) у класі P розв'язків, 

які зображуються інтегралом Пуассона у вигляді (15).

Для функцій и:ГНКр1, вимірних гго r̂eIRn при кожному t>0, визна­

чаються норми

’ Означення 7.1. Тривіальний розв'язок задачі Копії для системи 

(9) називатимемо Lp-стійким за Ляпуновим, I$г<о>, якщо для довіль­

ного є->0 існує таке б>0, що для всякого розв'язку иеР задачі Коші 

для системи (9) з початковою функцією <р такою, що 8ф||r.^Q, викону­

ється нерівність |U(t,0-| для будь-якого t>О.

Теорема 7.1. Нехай для системи (9) виконуються умови з те­

ореми 3.1. Тоді тривіальний розв'язок задачі Коші' для такої системи 

Lr-стійкий за Ляпуновим,

IlySKT 7.2 МІСТИТЬ одну з теорем типу Ііувілля для розв'язків 

СЇЇПДР (9)» які визначені в півпросторі П і в кожному шарі

Пг+ tn<Т, зображуються у вигляді
и0 .іі ч

Клас таких розв’язків позначається через P0 .

Теорема 7 .2. Нехай для системи (9) виконуються умови з теоре­

ми 3.1. Якщо розв'язок u такої системи належить до класу P0 і задо­

вольняє умову

то він е сталою вектор-функціею.

У додатку одержано формулу та оцінки для ядра Пуассона крайо­

вої задачі

j J |u(t,x)|rdrj , ЯКЩО I <oo,
>n

|u(t.O|r IR1

еаа sup I u (t,д:) |, якщо г=<».

XfIRn

u ( t , x )  -  Г G ( t , t 0, x - i ) u ( t Q, t ) d £, ( t ex ) c n (t T ] .
J O '
Kn

З С>0 V (t,x)en(.a)iT]: |u(t,x)| < С,

0.u(t,x) - а2вг u(t,x) + b(A u)(t,i), (t,x)en\
1 Xn I

u(t,x)| -0 , XeRn,I"
4 ’ (19)

(Bu)(t,x)I ,n *A в u(f,x)l _0 -/(t,x'), (t.x')tn'.Xn -O  P *



де Rn= C x M x 1 .... XftK K n I xn >0), П+={(£,т)|£>0, xeRn ), ,. - • .Xn ),

II’e{ (t,x') |t>0, X K R n' 1 ); OeRX(O), t»0; - ПДО з символом - |a* |T ,

O K R n-1, 7^1; A p - ПДО з символом |a’ I . O K R n ^1X(O), 0<p<u-l.

Теорема D. Ядро Пуассона O задачі (19) визначається рівністю

І=2 ±1 arpf- І  ]
db 7 I 4 a t

19

G(t,x' ,x )■ 12 ’ |pe x p j- |z '  |7- l ( x ' , z '  )Jdz',

rn -1

(£,x’,x K H +. x'=x'(tb) 1/t.

Для похідних від функцій G правильними є такі оцінки:

C г Л --zIrt̂  г X?

k
£

Ь *

|at°G(£,I',Xn )I ^ (іь) 7 ехр{-(1-іе0є ) ^  }*

Ix1I - п + 1 - р ~ 7

(Г Ь ) ' /7 

la^GCf.x',X  >| <

G
Z z а

(2іс)n - 1 /г M '

fl-1 + P +  І-fe* I |х* I

(tb) 1 / 7

\dx nG ( t , X '  , x n ) I ^
Tt

1 ffc__I
2

гг— 1 + ft

.7 1 +
|X* I

(tb)1 /7

-П4 1 -p-'Y

(£,х)еП+.
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ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І ВИСНОВКИ

Знайдено асимптотичне зображення фундаментального розв'язку за­

дачі Коші для рівняння дифузії з псевдодиференціальним доданком у ви 

падку однієї 1 трьох просторових змінних. З цього зображення випли­

вав, що при взаємодії локального (дифузія) та нелокального '(псевдо- 

диференціальний оператор) факторів асимптотична поведінка фундамен­

тального розв'язку задачі Коші визначається нелокальним доданком.

Одержані точні степеневі оцінки „ півпросторі Пг{(t,x,іt>o, 

KlKn ) фундаментальної матриці розв'язків задачі Коші та U  похідних 

для системи параболічних псевдодиференціальних рівнянь і сталим 

однорідним символом. Ці оцінки є аналогами відомих оцінок (A1) для 

параболічних систем диференціальних рівнянь.

Описані множини значень одного класу псевдодиференціальних опе­

раторів з негладкими символами, визначених на спеціальних сім'ях 

пробних функцій. Цим забе-печується застосування відомого в Teoptl 

диференціальних рівнянь з частинними похідними методу пробних функ­

цій до вивчення якісних властивостей розв'язків псевдодиференціаль­

них рівнянь. Цей метод у дисертації застосовано до доведення теоре­

ми про единість невід'ємних слабких розв'язків задачі Коші для рів­

няння дифузії з псевдодиференціальними доданками.

Одержані оцінки у півпросторі П фундаментальної матриці розв’яз 

KtB задачі Коші для системи параболічних псевдодиференціальних рів­

нянь із сталим одн рід«чм символом застосовані до доведення теорем 

про рівномірну на кожному компакті і рівномірну в усьому просторі 

стабілізацію розв'язків зада'чі Коші для такої системи, .теореми пр̂ 

L -стійісість за Ляпуновим (Кг<оо) тривіального розв'язку задачі Ко­

ші. а також теореми тину Ліувілля для розв’язків указаної системи 

рівнянь.

Реалізована можливість застосуванння методики, яка розроблена 

для диференціальних рівнянь 1 грунтується на тауберових теоремах Н.

В.інера, до знаходження необхідних та достатніх умов точкової стабі­

лізації розв'язків задачі Коші для одного псевдодиф-ренціального 

рівняння з символом порядку 7=1 1 невід'ємних розв'язків у випадку, 
коли порядок симьлла 76(1 ,2 ) і число просторових змінних п>1.

Одержана формула та оцінки для ядра Пуассона крайове задачі в 

півпросторі по просторових змінних, у рівняння І крайову умову якої 

входять диференціювання по нормальній змінній та псевдодиференц*- 

альні операції по дотичних змінних.
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The qualitative properties of the solutions of the parabolic pseu­

dodifferential equations and Its systems are investigated: the met­

hod of test functions Is developed and applied, the exact estimati­

ons In the space t>0 and asymptotic approximation of the fundamental 
solution of ihe Cauchy boundary problem are proved, the behaviour 

of the solutions for the large values of time variable are Investi­

gated (stabilization and stability solutions by Liapunov, theorem 

of Llouvllle type).

Дринь P.Я. Исследование качественных свойств решений параболических 

псевдодифференциальных, уравнений с негладкими символами. Рукопись. 

Диссертация на соискание ученой степени кагчидата физико-математи­

ческих наук по специальности 0 1.01.02 - дифференциальные уравнения. 
Черновицкий государственный университет. Черновцы. 1Si '.

Исследуются качественные свойства решений параболических псевдодиф­

ференциальных урарчений и их систем: развивается и применяется метод 

пробных функций, устанавливаются точные оценки в полупространстве 

{£>0) и асимптотика фундаментального решения задачі; Коши, исследу­

ется поведение решений при больших значениях временной переменней 

(стабилизация и устойчивость ао Ляпунову, теорема типа диувилля).

КЛЮЧОВІ СЛОВА: системи параболічних псевдодиференціальних рів­

нянь, задача Коші, фундаментальний розв'язок задачі Коші., метод 

пробних функцій, стабілізація, стійкість, теорема ЛіувІлля, крайова 

задача, ядро Пуассона.
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