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ЗА Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  РО БО ТИ .

Актуальність теми. Моделювання та керування в лінійних систе­
мах складають одну з найбільших актуальних проблем приклад­
ної математики та кібернетики. Значна частина подібних задач 
описується за  допомогою диференціальних рівнянь в частинних 
похідних, праві частини яких містять в собі узагальнені функ­
ції деякого скінченного порядку (імпульсне, точкове т.ін. керу­
вання). До таких задач відносяться проблеми гідромеліорації, 
проектування гідротехнічних споруд, стабілізації плазми у ядер­
них реакторах, медицини, екології, економіки і т.д. При розв'язку 
приведених задач сингулярного оптимального керування виникає 
ряд суттєвих ускладнень. Ix вирішенню присвячено ряд робіт 
А. Бенсусана, Б.М. Бублика, А.Г. Бутковського, О.І. Єгорова, 
Ж.-Л. Ліонса, С.І. Ляшка, О.Г. Наконечного, Ю.І. Самойленка 
та інших українських та зарубіжних вчених. Крім того, при 
розв‘язку багатьох прикладних проблем виникає необхідність в 
керуванні коефіцієнтами рівняння стану системи. Труднощі, що 
виникають при вивченні подібних задач описано в робота?:
Ж.-Л. Ліонса, К.А. Лур‘є та інших. В ряді робіт доведено, що 
оптимальні керування в цих задачах можуть не існувати, що пов'я­
зано з відсутністю слабкої компактності множини станів системи.

Дисертаційна робота присвячена дослідженню моделей та опти­
мальному керуванню задач солевологопереносу, що виникають при 
вивченні екологічних проблем в зоні Аралу, а також розробці чисель­
них методів їх розв'язання.

Мета роботи. Вивчення моделі солевологопереносу. Доведення 
існування оптимального керування та керованості в класі узагаль­
нених керувань та коефіцієнтами в загальних параболічних систе­
мах. Отримання необхідних умов екстремуму та побудова на­
ближених методів розв'язку в приведених задачах ( в тому числі 
розв'язок крайових задач з узагальненими правими частинами ).

Наукова новизна. Для задач солевологопереносу вивчено уза­
гальнену розв'язність крайових задач та отримано достатні умови 
існування оптимальних керувань ( коефіцієнтами та узагальне­

3



ними правими частинами ) та керованості. В явному вигляді 
отримано необхідні умови екстремуму. Побудовано та обгрун­
товано чисельні методи розв‘язку відповідних крайових задач та 
оптимізації.

Методи досліджень. Дослідження проводились в рамках теорії 
оснащених гільбертових просторів з використанням техніки нерів­
ностей в негативних нормах, розвиненої в роботах В.П. Діденка 
та теорії вкладення С.JI. Соболева. Для знаходження необхідних 
умов екстремуму використовувалась відома схема, що базується 
на розв'язанні прямої та спряженої крайових задач. При побу­
дові методів оптимізації використовувались достатні умови збіж­
ності алгоритмів нелінійного програмування, отримані в роботах 
Ю.М. Єрмольєва, С.І. Ляшка та Є.О. Нурминського.

Достовірність. Результати строго математично обгрунтовані. 
Вони повністю узгоджуються з результатами, одержаними ін­
шими авторами та підтверджуються чисельними розрахунками.

Практична цінність. Досліджено математичні моделі задач, що 
виникають в зонах екологічних катастроф. Побудовано та  обгрун­
товано методи наближеного розв‘язку задач оптимального виро­
дженого керування та керування коефіцієнтами рівняння стану 
системи.

Апробація результатів роботи: Основні результати дисертацій­
ної роботи доповідались на семінарі ” Обчислювальна та прикладна 
математика” (наук, керівник C l .Ляшко), ’’Моделювання та опти- 
мізація складних систем” (наук, керівник чл.-кор. HAH Украіни 
Б.М.Бублик, проф. Наконечний), ’’Математичне та програмне 
забеспечение прикладних систем нових класів та поколінь” (наук, 
керівник академік HAH Украіни І.В.Сергієнко), ” Алгоритмичне та 
програмне забезпечение керованих процесів в різних середови­
щах” (наук, керівник чл.-кор. HAH Украіни В.В.Скопецький), кон­
ференції ’’Некоторые вопросы комплексного анализа” (м. Нукус, 
1996р.), конференціях ’’Моделювання і дослідження стійкості си­
стем” (м.Київ, .1995, 1996), на ІІІ-й Українській конференції з авто­
матичного управління ” Автоматика-96” , (м.Севастополь, 1996р.).
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Публікації. По результатам дисертації опубліковано 9 друко­
ваних праць.

писних сторінок складається із вступу, двох розділів, висновків, 
списку літератури, що містить —  найменувань, додатків з ре­
зультатами чисельних розрахунків.

У вступі обгрунтовується актуальність досліджень в галузі мо­
делювання та оптимального керування в системах з узагальне­
ними впливами, що описують реальні задачі солевологопереносу. 
Розглянуто стислий зміст дисертації по розділах.

Перший розділ роботи ’’Оптимізація та керованість в моде­
лях солевологопереносу” містить наступні результати: отримано 
оцінки в негативних нормах для рівняння солевологопереносу з 
яких випливає узагальнена розв‘язність та єдиність розв‘язку рів­
нянь, керованість систем та існування оптимальних керувань. Про­
ведено регуляризацію та параметризацію вироджених керувань. 
Отримано необхідні умови екстремуму.

Нехай досліджується система, стан якої описується диферен­
ціальним рівнянням

де u(t ,x)  - функція, що описує стан системи в області 
Q = {(0 < t < Т)  х - обмежена область в R n з  гладкою
границею dfi . Керування системою здійснюється за  допомогою 
керувань (р — (р̂ 2\  ір(3), у?(4))” =1. На розв‘язках рівняння (1)
задано слабко напів-неперервний знизу (по стану системи u( t , x )) 
критерій якості J(u(cp)) , який слід мінімізувати на множині до­
пустимих керувань Ug .

Структура та об‘єм роботи. Дисертація об'ємом___ машкно-

ЗМ ІС Т  РО БО ТИ .

ди ^ d f  . (і ) д и \  , (2)ч ди

і ,  7=1 J г= 1

+С(ж,<р(3))и = (1)
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Нехай atj(x) = a,ji(x),bi(x) -неперервно диференційовні, а С (х ) 
неперервна в замкненій множині Cl функції. Будемо вважати, що 

=  1,п - деякі числові параметри, і при будь якихч
їх значеннях

Tl Tl
Y, a*№j ><*aY , v6  Є R, aA> 0.

IJ=I 1=1

n дЬ
с (х) > Y ,  TTO О Д > 0 , ІЬ і(х ) \<С в .дхг t=i

Позначимо через - множину вимірних сумованих з квадра­
том функій, W ^ 0 - поповнення множини нескінченно диференцій­
ованих в Q функцій, що задовольняють граничним вимогам

и |<=о=  Oj Іієзп= 0- (2 )

по соболєвській нормі

Hwik0= (I ut+J2u*i
\ JQ і=і

dQ

W-Jr  - аналогічний простір, але функції задовольняють вимогам 
спряженої задачі

^  It= T =  0; і? U ea n=  0. (3)

Розв'язок задачі (1),(2) розуміється в узагальненому розумінні, 
тоді

Визначення 1. Узагальненим розв'язком задачі (1),(2) нази­
вається функція u(t,  х) Є W21O 7 Для якої існує послідовність глад­
ких функцій Ui(t ,x) ,  і Є N  , що задовольняють (2) і

Il и і  ~  и  I I w J n -  ^ 0 ;  Il -Cщ  —  j  Уу у -  • — —> 0 ,
2.° І-УОО ,У 2 ,Т  г->OO
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де W2 о - негативний простір Гільберта, що побудовано по парі 
W2t  та  L 2 ( відповідно W21 ).

Визначення 2. Узагальненим розв'язком задачі (1),(2) нази­
вається функція u(t,x)  Є L^(Q) , для якої існує послідовність глад­
ких функцій Ui(t,x), і Є N  , що задовольняють (2) і

Il U i  -  U  I I l 2 - — *  0 ;  Il Lui -  /  H w r -  ------------>  0 .
1-400 2,T  г—>оо

Для операторів L  та -C * мають місце нерівності в негативних нор­
мах

Il и IIl2 < C1 Il &и llw2~T— C2 Il и IIiy2I0;

Il 0 | | l 2<  C 1 Il M  \\w -o< C2 Il д \\Ч т  . C1, C2 > 0. (4)
Tl

Аналогічні нерівності для оператора L  без складової були
і — 1 *

отримані в роботах В.П.Діденка, В.І.Гаркуші та І.В.Колоса. Для 
задач, що вивчаються в роботі, наявність приведеної складової 
принципова і випливає з фізичної постановки.

З оцінок (4) випливає існування та єдиність розв‘язків пря­
мої та спряженої крайових задач з правими частинами f ( t , x ) з 
різних функціональних просторів ( в тому числі негативному, що 
відповідає задачам крапельного та канального зрошення ) в ро­
зумінні приведених вище визначень. Ці оцінки являються достат­
німи умовами керованості системи, коли при допустимих керу­
ваннях множина правих частин рівняння (1 ), замітає множину, 
щільну в W2X > крім того вони дають змогу вивчати керованість 
систем з точковою дією в розумінні слідуючих визначень.

Визначення 3. Система (1 ) називається керованою в L2(Q) мно­
жиною керуючих дій Ua, якщо множина станів {u(t, х;ір) \ (р Є Ug) 
покриває L 2(Q) .

Визначення 4. Система (1) називається е - керованою в L 2(Q) 
множиною керувань Ug , якщо множина станів системи щільна в
L2(Q).

Нерівності (4) дають змогу вивчити проблему існування опти­
мальних керувань.
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Розглянемо конкретними випадок задачі (1),(2) коли

аіЛ *;lPi1/ )  =  є  K ? - 6? ] с  (aI]} > °);

1н{хМ2)) = Ш ч > ? \  («!2) > о ) ;

с(х;у?(3)) =  с(ж)<р(3), </?(3) € [a(3\ b (3)] C Я, (а(3) > 0);
тп

f{t ,x;(p(i)) = ... ,хп) ® 6(хі
fc=l

J ( « M )  =  ^ A  J  Iu-Z1gFdQ, (5)
і = і  Q

де z lq, Di - деякі елементи з C(Q)  . Приведена постановка узагаль­
нює велику кількість задач солевологопереносу.

Теорема 1. Нехай стан системи визначається як розв'язок за­
дачі (1 ),(2 ) і

1 ) критерій якості J(u(ip)) обмежений та слабко непівнепере- 
рвний знизу за станом системи функціонал;

2) множина допустимих керувань Ug обмежена замкнена та 
опукла в сепарабельному гільбертовому просторі керувань H  ;

3) відображення f(t,X',(p^ )  (можливо нелінійне) обмежене як 
те, що діє з H  в .

Тоді існує оптимальне керування tp* Є Ug .
Для задач, що вивчаються в роботі виконуються умови тео­

реми 1 , а отже існує оптимальне керування ір* . Однак дифе­
ренціальних властивостей критерія якості J ( f )  не достатньо для 
коректного визначення градієнту. Тому замість f ( t , x \ i p ^ )  роз­
глянемо регуляризовану праву частину рівняння

771

f e(t,X-,ip{4)) = ^ ф ^ ф к ^ Х 2,...,Xn)® W e(xi -<?о4)). 
к= 1
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E2
де wf (x) =  с(е х2- ^  при I т. |<  в і О в останніх випадках, а також
+ O O

J  wt(x)dx = I . Замість задачі (1),(2) розглянемо регуляризо-
— OO
вану задачу

Hut = Jt (6)

з  граничними умовами (2). З оцінок (4) випливає, що розв‘язок (6) 
існує і єдиний. Крім того існує оптимальне керування системою 
(5),(6) і воно збігається до оптимальних керувань системою (5),(1) 
при прямуванні параметра б до нуля.

В роботі доведено твердження.
Теорема 2. Градієнт критерія якості (5) для системи (6) має 

вигляд

{~JQbl̂ edQ) ; (-JQCû do)'
-x^dQ ^J ; ~ x i ) dQ

дє являється розв‘язком слідуючої задачі

т

L * 0 e =  2 j ^  D i (Ue - Z l )
І= 1

I t = T =  0; д( I i ^ a n =  0.

В § 6 досліджено можливість заміни задачі мінімізації критерія 
якості J  ((f) на нескінченновимірному просторі на відповідну опти- 
мізаційну задачу в скінченновимірному просторі за рахунок па- 

раметризації керувань.

N
f s{t,x;<p) =  -  <Pi)<Pi(t, х2, ...,ж„)

г=1
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<РІ =  Y  ° ikW k( t ,X 2 , . . . , x n )

J t= I

Доведено теореми існування оптимального параметризовано^ 
керування та отримано градієнт критерія якості, що має вигляд:

де d{t,x)  - розв'язок спряженої задачі з  правою частиною

2 Yl Di(ui — Zg), a Q'— переріз простору гиперплощиною х\ = <рг.

Другий розділ присвячено розробці і обгрунтуванню чисель­
них методів знаходження оптимальних керувань системами, що 
вивчались у першому розділі. З отриманих вище явних виразів 
для градієнтів критерія якості видно, що для їх знаходження не­
обхідно розв'язувати пряму та спряжену крайові задачі, диферен­
ціювати та інтегрувати деякі вирази. Як правило ці процедури 
здійснюються за допомогою наближених методів, тому замість 
шуканого градієнту реально маємо лише його оцінки. В роботі 
пропонуються аналоги методів проекції градієнту та умовного 
градієнту, що використовують на кожній ітерації лише відповідні 
наближення.

Нехай іро Є Ug - початкове наближене керування. Подальші 
наближення генеруються алгоритмом

де gradJs(Ifi) - відповідне наближення градієнту критерія якості 
J(tp) , пцд(») - оператор проектування на множину Ug, ps - кроко­
вий множник, що вибирається з умов

( s \
gradJ(ip*,(7) =  I f  —— ' S 'C i Vwvdtd£lL\ ;

и  W n- %=> A=1

I / ■d(t,(pi,x2,...,xn)wk(t,(pi,x2,...,xn)dtd0.1 I I ,г,A; = I, iV
W fO ,T]xnl /  /

т

г= 1

OO

P a ---------> 0 ,  p s >  0 ,  5  =  0 , 1 , . . . ,  V p s =  OO.
S — > 00  z — '

5 = 0
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Теорема 3. Нехай множина Ug та неперервно диференційовні 
функції ./(</?), Js(<p), s = 0 , 1 ,... опуклі, Js1(lP) ------ > J 1(1P) рів-S—KXj
номірно на Ug .

Тоді границя будь-якої збіжної підиослідовності (7) належить 
множині керувань Ф* . де

Ф* =  {<р* Є Ug I min ( J l((p*),ip- ф*) = 0}.
f̂iGUg

Доведення базується на достатніх умовах збіжності алгоритмів 
нелінійного програмування, отриманих в роботах Ю.М.Єрмольєва, 
С.І.Ляшка, Є.О.Нурмінського.

У випадку, коли функції J((p) не обов'язково опуклі, але мно­
жина допустимих керувань Ug має досить просту природу, про­
понується інший спосіб урахування обмежень, в якому замість 
використання операції проектування вихідна задача замінюється 
розв'язком задачі мінімізації лінійної функції в допустимій області.

Нехай послідовність керувань tpl , ір2, ... генерується слідуючим 
алгоритмом:

tps+1 = (р3 + р 3(ф3 - V s), s =  0 , 1 ,..., (8)

(gradJs((ps),tps) =  min (gradJs{(ps), ф ) ,
4>eUg

де Ps задовольняє попереднім умовам.
Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 3. Тоді гра­

ниця будь-якої збіжної підпослідовності (8) належить множині Ф*, 
визначеній в теоремі 3.

Далі для знаходження розв'язків крайових задач, що входять 
до виразу gradJ((p) , пропонується аналог методу Гальоркіна, в 
якому наближення шукаються у вигляді

п
un(t, х) =  ]Р^(£)гУг(а;), (9)

І — \
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де юг(х) - ортонормований баоис в , що складається із функ­
цій простору Cq(O) , а функції gi(t) вибираються з розв‘язку за­
дачі Коші для системи ті лінійних звичайних диференціальних рів­
нянь

к = г V \ i j = l  г=1 /  /  ь  (П)

— 9 і ( 0 ) =0 ,  і =  l , N , l  =  I 1N .

Теорема 5. Нехай /  Є -C^(Q) • Тоді послідовність наближень (9) 
збігається до розв'язку задачі (1).

Далі, враховуючи щільність вкладення I^(Q ) в і оцінки (4) 
приведений результат розповсюджується на випадок /  Є

Знаходження оптимальних розв'язків для задач з розподіле­
ними параметрами істотно залежать від точності розв'язків пря­
мої та спряженої задач. Розв'язування крайових задач для ди­
ференціальних рівнян з частинними похідними в загальному ви­
падку можливе тільки чисельними методами. В роботі розглянуто 
ряд різницевих схем для рівняння параболічного типу. На тесто­
вих задачах проведено аналіз точності вибраних схем з метою ви­
явлення найбільш придатної для задач, що вивчаються в роботі. 
Відзначимо, що одним з рівнянь яке вивчається в роботі є рів­
няння конвективно!’ дифузії. Відомо, що розв'язування такого рів­
няння у випадку переваги конвективного члена над дифузійним ви­
кликає істотні труднощі і вимагає додаткових досліджень. Аналіз 
проведеного обчислювального експерименту для монотонної схеми 
Самарського, схем Флетчера та  Патанкара дозволяє зробити вис­
новок про доцільність використання при розв'язуванні задач опти­
мального керування комбінації схем Самарського та Флетчера.

ОСНО ВНІ Р Е З У Л Ь Т А Т И  РО БО ТИ .

1. Вивчено моделі солевологопереносу та поставлено відповідні 
оптимізаційні задачі.
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2. Для моделі солевологопереносу доведено існування та єдиність 
узагальнених розв'язків.

3. Досліджені питання керованості та існування оптимальних 
керувань в моделях солевологопереносу.

4. Отримано явний вигляд для градієнту квадратичного за  ста­
ном системи критерія якості в задачах керування коефіцієн­
тами та  узагальненими правими частинами рівняння соле­
вологопереносу.

5. Досліджено регуляризовану задачу та отримано явний ви­
гляд градієнту відповідного критерія якості.

6 . Побудовано аналоги методів проекції градієнту та умовного 
градієнту.

7. Побудовано аналог методу Гальоркіна для розв'язку рівняння 
солевологопереносу .

8 . Побудовано різницеву схему для знаходження наближеного 
розв'язку задач солевологопереносу.
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Б ер д и м у р ато в  М .К . Моделирование и оптимизация в си­
стемах солевлагопереноса. Диссертация на соискание ученой сте­
пени кандидата физико-математических наук по специальности 
01.05.02 - математическое моделирование и вычислительные ме­
тоды в научных исследованиях.

Изучена задача оптимизации модели солевлагопереноса. По­
лучены условия управляемости и существования оптимальных упра­
влений. Изучены дифференциальные свойства квадратичного по 
состоянию системы критерия качества. Изучены задачи регуля­
ризации и параметризации управлений. Построены и обоснованы 
градиентные методы поиска оптимальных решений, использую­
щие на каждой итерации соответствующие апроксимации гради­
ента. Построен и обоснован аналог метода Галеркина для решения 
задачи солевлагопереноса.

B e rd im u ra to v  М .К . Modeling and optimization in systems of 
salt and water transport. The dissertation on search of the scientific 
degree of the candidate of physico-mathematical sciences on a spe­
ciality 01.05.02 - mathematical modeling and computing methods in 
scientific researches.

The problem of optimization of the model of salt and water trans­
port is investigated. The conditions of controlability and existence 
of the optimal controls are obtained. The differential properties of 
quality criterium with respect to system state is investigated. The 
problems of regularization and parametrization of controls are stadied. 
Gradient methods of search of the optimal solutions using the corre­
sponding gradient approximations on each iteration are constructed. 
Galerkin’s method for solving the problem of salt and water transport 
are constructed and proved.

К лю чові слова: модель, градієнт, оператор, крайова задача, 
оптимізація, градієнтні методи, функціонал, функціональні про­
стори.
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