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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИ СТИ КА РОБОТИ

Актуальність теми. Незважаючи на більш ніж вікову історію, 
питання про асимптотичне поводження розв'язків диференціальних 
рівнянь продовжує і в теперешній час служити предметом численних 
досліджень. і

Роботи А. Пуанкаре, Л. Шлезінгера, А. Кнезера, Ж. Хорна і
О. Перрона, опубліковані наприкінці XIX -  початку XX століття, 
створили передумови для розвитку асимптотичної теорії лінійних 
неавтономних звичайних диференціальних рівнянь.

Значний вклад у становлення цієї теорії внесли Е. іСоттон, 
Г. Шпет, М. Матель, О. Хаупт, М. Хухухара, Н. Левінсон, А. Уінт- 
нер, Г.Л. Туррітін, B.C. Пугачов, І.М. Рапопорт, А. Девінатц, 
С.Ф. Фещенко, М. І. Шкіль, М.В. Федорюк та багато інших.

І.Т. Кігурадзе на основі досліджень М. Мателля розробив теорію 
асимптотичного інтегрування лінійних диференціальних рівнянь

Рік : [а, 4-оо[ — ► R - локально сумовві функції. При цьому розглядав­
ся випадок, коли існують двічі неперервно диференційовні функції 
<р, ф : [а, +оо[— »-]0, +оо( такі, що:

1) функції

( 1)
fc=0

де
Pk(t)  =  Pot(J) + P i k ( t ) ,  к =  0 , l , . . . , n -  I, (2)

Pok : fo,+oof— ► R  -  локально абсолютно неперервні, а

(3)
Cfc(t) =  Фк ~ п + 1 ( і )  pn(t), к =  0 ,1, . . . , n  — I

задовольняють умови
+OO +O C  +OC

J  jo j(f) \ dt < +оо, J  (b*(j) |Л < +оо, J  \ck(t)\(it < +ос:
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2) алгебраїчне рівняння
п - 1 11 — 1 к- 1
П <Л + ooj) =  ^  Ьок JJ (А 4 Uoj) + Ь(Юі (4)
J -  O *! =  1 J=O

де O0j =   ̂Iim a,(t), boj —  ̂Iim b} (t), маг прості короні.
Одержані І.Т. Кігурадзе теореми охоплюють багато відомих ре­

зультатів і дозволяють за рахунок вибору функцій (р і У' встановьти 
асимптотику фундаментальної сім’ї розв'язків для ряду важливих 
класів лінійних диференціальних рівнянь вигляду (1).

Але ці теореми вимагали уточнення, так як в окремих випадках 
не охоплювали більш загальних результатів, наприклад, результатів 
А. Уінтнера при <p(t) — i>(t) =  1. Крім того, залишалось відкритим
питання про поширення цієї теорії на випадки наявності у рівняння
(4) кратних коренів.

Особливо інтенсивна робота в останні десятиріччя проведена у 
теорії істотно нелінійних неавтономних звичайних диференціальних 
рівнянь. Значна кількість з одержаних у ці роки результатів підсу­
мована у монографії І. Т. Кігурадзе і Т. А. Чантурія ("Асимптоти­
ческие свойства решений неавтономных обыкновенных дифференци­
альных уравнений” . -  М.: Наука, 1990).

Один із напрямків в теорії істотно нелінійних диференціальних 
рівнянь пов’язаний з класичним рівнянням Емдена Фаулера

y" =  ± t n y<r.

Це рівняння вперше з’явилось в астрофізичних дослідженнях 
Р. Емдена, які проводились у другій половині XIX століття. По­
тім воно виникає в ядерній фізиці у вигляді рівняння Томаса-Фермі 
j/" =  і"  і у і, в газовій динаміці, механіці рідин та в інших галу­
зях природознавства. Асимптотичне поводження його правильних 
розв’язків при <т > 1 досліджено в роботах Р. Фаулера, Е. Хопфа, 
Дж. Савсоне та ін. Одержані при цьому результати підсумовані у 
відомих монографіях Р. Беллмана і Дж. Сансоне (1954 p.).

Вивчення рівняння Емдена Фаулера було важливою передумо­
вою для дослідження істотно нелінійних рівнянь другого порядку 
більш загального иигляду

у " -  <*0 P(J)Iyrsigii у, (5;



з

де «о Є { —1,1}, 0 < <т ф 1 і р : [а, +оо{— ►](), 4-оо[ -  неперервна
функція.

Рівняння (5) розглядалось у роботах Ф.В. Аткінсона, І.Т. Кігу­
радзе, Ш. Білогорця, Т.А. Чантурія* О.В. Костіна, М.М. Аріпова,
3. Нехарі, Дж. Уонга, В.О. Кондратьева і B.C. Самовола. В.О. Кон­
дратьева і В.О. Нікішина та багатьох інших авторів. Основні резуль­
тати про існування у рівняння (5) правильних та сингулярних роз­
в’язків першого і другого jxyiy, коливних та неколивних розв’язків, а 
також про асимптотику цих розв’язків, що одержані протягом 1955- 
1990 років, викладені у вищеназваній монографії І.Т. Кігурадзе і 
Т.А. Чантурія. ч.

І.Т. Кігурадзе належить важлива ідея використання перетворень 
змінних загального вигляду

T =  T(t), y(t) = v ( t )  Tf( г )

для вивчення асимптотичного поводження правильних неколивних 
розв’язків рівняння (5) у випадку, коли <т > 1 і функція р допускає 
зображення

p(t) =Po(«)[l + r0(t)], 
де PO : [а, +оо[— ►](), +оо[ -  двічі неперервно диференційовна функція, 
а г0 : (а, + оо[— ►] — 1, +оо[- неперервна функція така, що

Iim ro(t) — 0.«-+ + 00 '
Вибір функцій T  і V здійснювався по різному в залежності від вико­
нання тих чи інших умов.

Ця ідея в роботах Т.А. Чантурія була поширена на випадок
0 < <г < 1 і набула подальшого розвитку в дослідженнях О.В. Koc- 
тіна. О.В. Костін запропонував вибір функцій т і v здійснювати з
використанням наближення Г. Харді ~  Ы ( т ) * що дозволило 
побудувати метод, який надалі в роботах О.В. Костіна і автора був 
поширений на рівняння ' •

у" =  аор(і)|уГ| y'|Aeigny, , •: (б)
до того ж для довільних <т і А таких, що о  +  А ф 1. Недослідже- 
ним залишався випадок <т + А =  1. Крім того, залишалися відкри­
тими: а) питання про асимптотичне поводження правильних неко­
ливних розв’язків рівнянь (5) і (6) у деяких особливих випадках:
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б) питання про можливість зняття умов на гладкість коефіцієнта 
р при вивченні асимптотичних властивостей неколивних розв’язків 
рівнянь (5) і (6 ); в) питання про можливість поширення розробле­
ної для рівняння (б) методики дослідження на інші класи істотно 
нелінійних, рівнянь другого порядку.

Важливою особливістю вищеназваних робіт, присвячених рів­
нянням (5) і (6 ), є те, що при ділком природних умовах була вста­
новлена асимптотика у с і х їх неколивних розв’язків. Спроби вста­
новлення аналогічних результатів для рівнянь типу Емдена-Фаулера 
третього та більш високих порядків не були такими ж ефективни­
ми. Більш перспективним для цих рівнянь виявився підхід, який 
намітився в роботі І.Т. Кігурадзе (Мат. сб. -  1964. -  Т. 65, N. 2.- 
С. 172-187). Надалі він був поширений иа достатньо широкі класи 
рівнянь п- го порядку, що охоплювали рівняння

де ао € { - 1 , 1 }, сг > 0 , і р : [а, +оо[— ►](), + оо[- неперервна функція. 
Для таких рівнянь спочатку були виділені усі типи їх правильних та 
сингулярних розв’язків. Далі розв’язки кожного із можливих типів 
досліджувались окремо. Для деяких з них (швидкозростаючих, кне- 
зеровськйх і сингулярних неколивних розв’язків) в роботах І.Т. Кігу­
радзе і Г.Г. Квінікадзе були одержані двосторонні асимптотичні оцін­
ки. Питання про точні асимптотичні формули для усіх типів пра­
вильних та сингулярних неколивних розв’язків залишалось відкри­
тим навіть для рівняння (7). Відомими були лише результати І.Т. Кі­
гурадзе про умови існування розв’язків із степеневою асимптотикою

y(t) ~  ( і = 1 , . . . ,п )  при t - f  +  оо,

а також результата О.В. Костіна про асимптотику розв’язків широ­
кого класу істотно нелінійних диференціальних рівнянь, яка визна­
чається формальним застосуванням формул Г. Харді

В дисертаційній роботі здійснена спроба заповнити вищеназвані 
прогалини.

У(п) =  <*ор(<)| у I*7 sign у, (7)

у('Ч*) „  (№\ 
y(t) V y{t) )

(t ±= 2, . . .  , n) при t -* + 0 0 . (8 )
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М ета роботи полягає в тому, щоб: а) доповнити і пошири­
ти на випадок наявності кратних коренів у алгебраїчного рівнян­
ня (4) теорію І.Т. Кігурадзе асимптотичного інтегрування лінійних 
рівнянь (1); б) розробити методику встановлення точних асимпто­
тичних формул для широкого класу неколивних розв’язків неліній­
них рівнянь п- го порядку, зокрема рівнянь типу Емдена-Фаулера, 
яка охоплює метод О.В. Костіна використання формул Г. Харді (8); 
в) розробити підхід для дослідження асимптотичного поводження 
усіх неколивних розв’язків рівняння (6), який дозволяє не тільки зня­
ти умови на гладкість коефіцієнта р, а й охопити не досліджені особ­
ливі випадки; г) поширити методику дослідження узагальнених рів­
нянь типу Емдена- Фаулера (б) на деякі інші типи істотно нелінійних 
рівнянь другого порядку.

М етоди дослідження. В роботі застосовуються методи мате­
матичного аналізу, теорії функцій, функціонального аналізу, мето­
ди якісної теорії диференціальних рівнянь і асимптотичні методи. 
Набуває подальшого розвитку метод перетворень змінних, який сис­
тематично використовується при дослідженні асимптотичних влас­
тивостей розв’язків неавтономних звичайних диференціальних рів­
нянь і систем таких рівнянь.

Наукова новизна. Для систем лінійних диференціальних рів­
нянь, головна матриця коефіцієнтів яких має структуру квазіжор- 
данової нормальної форми, впроваджено новий тип умов Мателля- 
Левінсона з вагою і доведено теореми про асимптотику лінійно неза­
лежних розв’язків, відповідних квазіжордановим клітинам, та фун­
даментальної сім’ї розв’язків. На основі цих теорем одержані нові 
результати про асимптотичні зображення розв’язків лінійних неав­
тономних диференціальних рівнянь п - го порядку (1).

Для істотно нелінійних неавтономних диференціальних рівнянь 
п - го порядку визначено новий клас, так званих, Pu-розв’язків, які 
при деяких умовах охоплюють усі типи правильних та сингуляр­
них монотонних розв’язків, відмінних від степеневих. Одержані точні 
асимптотичні формули для усіх Pu - розв’язків і їх похідних до п — 1 - 
го порядку включно узагальненого істотно нелінійного рівняння ти­
пу Емдена-Фаулера п - го порядку. Встановлені необхідні і достатні 
умови їх існування, а також умови асимптотичної еквівалентності 
двох рівнянь типу Емдена-Фаулера.
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Удосконалюючи методику, розроблену для рівнянь n-ґо  порядку, 
отримані нові результати про асимптотичне поводження усіх (а не 
тільки Pu) правильних та сингулярних монотонних розв’язків уза­
гальнених диференціальних рівнянь типу Емдена-Фаулера другого 
порядку (6), а також деяких класів диференціальних рівнянь дру­
гого порядку з нелінійностями іншого типу. Зокрема, досконало до­
сліджені рівняння, які виникають в теорії ізотермічної плазми при 
вивченні розподілу електростатичного потенціалу навколо тіл із сфе­
ричною та циліндричною симетрією.

Теоретична та практична цінність. Отримані в роботі ре­
зультати і розроблені в ній методики можуть бути використані для 
дослідження асимптотичного поводження розв’язків неавтономних 
диференціальних рівнянь більш загального вигляду, ніж ті, що роз­
глядались у дисертації, а також конкретних лінійних та нелінійних 
неавтономних диференціальних рівнянь вищих порядків, які виника­
ють в теоретичній фізиці, механіці, астрономії та інших галузях при­
родознавства. Деякі з них були застосовані в дослідженнях кафедри 
теплофізики Одеського державного університету ім. LI. Мечникова.

Апробацій роботи. Основні результати дисертаційної роботи 
доповідались на наукових, семінарах з якісної теорії диференціальних 
рівнянь в Інститутах математики AH України (1992,1993,1997 pp.), 
AH Грузії (1989 р.), АН НДР (1982 p.), в Московському університеті 
ім. M.D. Ломоносова (1991, 1995 pp.), в Берлінському (1982 р.) і Po- 
стокському (1982 р.) університетах, на Розширених засіданнях семі­
нару Інституту прикладної математики ім. І.Н. Bexya Тбіліського 
університету (1988, 1990, 1992 pp.), на міжнародних конференціях 
"Нелинейные проблемы дифференциальных уравнений и математи­
ческой физики -  вторые Боголюбовские чтения” (Київ, 1992 р.),
4 Асимптотичні та якісні методи в теорії нелінійних коливань” -  треті 
Боголюбовські читання (Київ, 1997 р.), "Нелинейные краевые задачи 
математической физики и их приложения” (Ктв, 1994 р., Кам’янець- 
Ппдільський, 1996 р.), ” П'ята Міжнародна наукова конференція ім. 
академіка М. Кравчука” (Київ, 1996 р.), "Дифференциальные и ин­
тегральные уравнения математической физики и их приложения"' 
(Феодосія, 1997 р.), на Всесоюзних конференціях з якісної теорії ди­
ференціальних рівнянь (Рига, 1989 р.) і нелінійних проблем дифе­
ренціальних рівнянь і математичної фізики (Тернопіль, 1989 p.), на 
Республіканських конференціях (Київ, 1992 p.; Одеса, 1982, 1987,
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1992 pp.; Севастополь, 1990 p.), на школі по теорії функцій ( Во­
ронеж, 1993 p.). неодноразово на наукових семінарах в Одеському 
державному університеті ім. LI. Мечникова.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані у робо­
тах [1-28].

Структура і обсяг роботи. Дисертаційна робота складається 
із вступу, п’яти розділів і списку літератури, який містить 232 назви. 
Обсяг роботи -  295 сторінок машинописного тексту.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність теми, подаються стис­
лий огляд робіт за даною тематикою, зміст дисертації та основні 
результати.

Перший розділ (§§ 1-2) носить, в цілому, допоміжний характер. 
Однак, одержані в ньому результати мають і самостійний інтерес.

У § 1 (пп. 1.1—1.5) досліджується система лінійних диференці­
альних рівнянь

де

^  =  [W (z) +  R (z)]y , 

W (x) =  d ia g [^ (* ) ,. . . ,  WiOf)],

(9)

W i (X )

r w<l(*) I 0 0 \
0 ші3(х) , . . 0

*

0

0 0
•

Uin,-l(x) I
о 0 0 ".«<(*) /

І =  1 ,...,8 , П, > І ,1 £ > ,  Л п, функції Uib (к =  1, — , Я,;
•=1

і =  1 ,. . . ,« )  і матриця R =  (Tij) комплексиозначні і локально су- 
мовні на проміжку [zo. -Hoo[.

Для цієї системи рівнянь розглядається випадок, коли функції 
Щк (* < І < * < nM * < * < *)» я*‘ визначені рекурентними 
співвідношеннями:

‘ При п,- =  1 припускаємо, що Wi(T) — м,і(т).



J3it (x) =  l при к =  1 ,... ,  ги,

X

я>к(*) =  y^j+u(*H j+i(<)<ft при 1 < 3 < к < щ ,

8

Де

dim(x) =  ex P J  [u>im(r) -  b>im-l(T)]dr, TTl = 2 ,. . . ,  П,-,
«0

+  OO

= {  + » ,  якщо 4**0 < +OO ’ Bjk0= /
*0

задовольняють наступну умову:
(Sb). Існують Ci > 0 і X1 > ас0 такі, що для будь яких 

* Є {1 ,. . . ,  я} та I < j  < т < п,

^ ra(X)
< Cl при X > Xi .

Умова (Sb) виконана, наприклад, у випадках, коли для кожного 
і Є {1 ,.. м я} або п,- =s 1, або п,- > 1 і и>ц{х) =  • • • =  и1Я((я:).

Основні результати (тереми 1.1 -  1.3) про асимптотичне інтегру­
вання системи (8), головна матриця коефіцієнтів W  якої задовольняє 
умову (Sb), a R -  мала у деякому розумінні, одержані у пп. 1.1 -  
1.3. Щоб сформулювати одну з доведених тут теорем, визначимо для 
кожного і, Є {1 ,. . . ,  в} функції

X

Hik(Z) =  В[к(х) exp J [w n ( t ) -u ik(t)]dt, f c = l , . . . ,n „
*0

упровадимо позначення

Jo =  {  ( і ,І )  : 1 <  І  <  п ,, 1 <  і <  8 } ,

»-і
Ar1 =  O, Ni =  у й Ut,, і ~  2— у S1 

і'=1
і наступна



0

О з н а ч е н н я  1. Нехай 7  =  -  вектор-функція з
неперервними компонентами 7 ,- : [*о, +оо[— *■](), 4 -оо[ (і =  1 , . .. ,в ) . 
Будемо казати, що система п локально сумовних функцій 
Mtm 0жо, +оо[— >■ R  (т — 1,...,71,; і — I . . . ,  s) задовольняє на 
проміжку [as і, +оо[С]*о, +оо[ умову Мателля-Левінсона (коротко умо­
ву (М — L)) з вагою 7 , якщо для будь яких (і, m), (р, q) £ Jo або

sup I J [n p1(e )-n im (8 )]d g -  : t > T >  Tl I < +00,

або

inf • [/W *) -  /W * )  ] * - l n t > T > Xi > > -OO

IimІ-++0С J  ІМряП -  Иіт(») ] ds -In 7;(*)
7і(*і)

=  -foe.

Т е о р е м а  1.3. Нехай для деякої вектор-функції у — (уі) ' - і 
з неперервними неспадними компонентами 7 ,- : [*о, +оо[— ►](), +оо[ 
(* =  1 ,...,в ) виконуються поряд з (Sjj) наступні дві умови:

1) система п функцій

( т =  * =  1 ,...,в )

задовольняє на проміжку [х%, +оо[ умову (М — І )  з вагою 7 ;
2 ) при будь яких (», т ) ,  (I, k) 6  Jo

+00

/ 7і(*)
Ніт(х)

*1
Н,к(х) rN,+mN,+k(x) dx < +OO.

Тоді система рівнянь (9) має фундаментальну сім'ю розв’язків 
Урч ~  (ifptj)jait Ч -  1 ,- ..,п р, р — 1 ,... ,» , компоненти кожного 
з SKtu допускають при х +ос асимі.тотичні зображення
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%>«*,+*(*) =  exp j upk(t)dt Blq(X) +  о
*0

при к =  1 , . . . , 5 ,

r»pu t =  р, Jb =  .g +  I , . . . , rij, ( я к щ о  q  < пр ), а  т а к о ж  п р и  і  ф р  

(і Є {1 ,. . . ,* } )  * * =  It —  ,т»<.
Якщо, крім наведених в теоремі умов, у деякому окопі +оо

BPlk(X} Bkq(X)
Bplt(X)

> Co > 0 (к =  1,....,4),

ТО асимптотичні формули ДЛЯ компонент VpqNf+к (к — 1 ,-.-,9 ) 
розв’язку ум можуть бути записані у вигляді

Vp4NrM x) =  Bpkq(x)exp J  upk(t)dt [І + ” ( ш ) 1  (‘ _ 1 .......
*о

У теоремах 1.1 і 1.2 при більш слабких уме -  одержано асимп­
тотичні формули для окремих розв'язків, а такех для Hp лінійно 
незалежних розв’язків, які відповідають у квазіжордановому
блоку Wp.

В пп. 1.4 і 1.5 виділяються деякі класи систем вигляду (9), для 
яких умова ( S b )  свідомо виконана, і для них конкретизуються ре­
зультати попередніх пунктів.

В § 2 ( пп. 2.1, 2.2) на основі відомих теорем О.В. Костіна вста­
новлюються зручні для використання в подальшому достатні умови 
існування зникаючих в нескінченності дійсних розв’язків у системи 
квазілінійних диференціальних рівнянь

ФЦ- = /.(*)+ E Pij(x) Vi +9i(x)Yi(x,yi,...,pn), 
ах j=i 
і ss Iy • • •, Tl,

де УЦг,0 ,...,0 )  = 0 (і =  1 , . .м п) при х > a, Yj : іїаь — ¥ R



і fitPijiSi - [«)+ос[— ► R (* =  I , - . . , fi; j  — l , . . . ,n )  -  неперервні 
функції, |а| < + 0 0 , 6 > 0 , П„ь =  [a,+oc[xR£,

R? = {(Уі. — »У») Є R h,: |і/,| < Ь, * =  1 ,,. . ,п } .
Тут окремо розглядаються: а) випади*, системи з майже трикутною 
лінійною частиною (п. 2.1); б) випадок системи з майже сталими 
коефіцієнтами (п. 2.2).

Другий розділ (§§ 3 8) присвячено лінійним диференціальним 
рівнянням (I). D ньому досліджується випадок, коли коефіцієнти 
Pk (к — 0 ,1 ,. . . ,п  — 1) рівняння (1) допускають зображення виду 
(2) H існують такі двічі неперервно диференційовні функції 
ip, V> : [a, +ос[— »]0, +оо[, що:

а) існують скінченні границі

Iim ak(t) = aot, Iim bk(t) = Ьо* (к -  0 ,1,. . . ,  n -  I),f-+4-<x> сю
дав*, !її, (к =  О, I , .. .,п  — 1) -  функції з формул (3);

б) алгебраїчне рівняння
n~l i> — I Ur-1
П (А + «> (* )) = E b*(< )E [(A+ « j(* )) + M<)
j-0  It= I ,=0

I

має корені А*га(<) (m =  I , .. .,«,-j і =  I , . . . ,  e; n, =  n), які e ло-
i=i

кально абсолютно неперервними на деякому проміжку [<о, +оо[ ком- 
плекснозначними функціями і задовольняють умови

Iim Alm(<) =  A1 ( т  — 1, . . . ,  п,; і =  1, — , л),І-+ + 0О
де Aj, , . . , А, -  корені кратності п і ,. . . ,п , (відповідно) граничною 
рівняння (4);

в) для кожного значення і Є {1 ,...,а } функції Btili (I < j  <
< к < Пі), які визначаються рекурентними співвідношенням и

»!* (< )-E I, A = l , . . . ,n , ,
I  T

Bjbi*) =  J  *і*(т ) exP J  ^(*)[Аіін-і(в) -  А,,(*)} tiadr,

I <  j  <  k  <  Пі,

11
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де границя інтегрування /Jjfc дорівнює або to, або +ос і обрана таким 
же чином, як і раиіше у функціях Bjkr задовольняють умови

Iim =  C0n8t ф о, І <  т <  к < щ.
t-*+oo B [k (t) г  “  -  -

При цьому на додатки рц накладаються обмеження, які забезпечу­
ють асимптотичну еквівалентність розв'язків рівняння (1) і ’’скоро­
ченого” рівняння

п- 1

„(<*) я  Y^POkit) .
к =O

Основні результати другого розділу (теореми 3.1-3.3) сформуль­
овані у § 3 і доведені в § 5.

§ 4 носить допоміжний характер. Тут, у зв’язку з умовами а) і
б), обговорюється ( п. 4.1) питання про існування у алгебраїчного 
рівняння з майже сталими і локально абсолютно неперервними на 
проміжку [t0s +оо[ коефіцієнтами коренів з тими ж глад кісними влас­
тивостями, а також будується у явному вигляді ( п. 4.2) невироджена
І локально абсолютно неперервна у деякому околі +ос матриця G(t)y 
•*а з&побольняє співвідношення

G~l(t) M t )  G(t) =  diag [Л, (і) ,. . м A.(t) ] ,
де

/  - O 0 ( J )  I  . . .  О  О \
О ~ o i ( < )  . . .  О О

A0(J)* і [ *
О 0 . . .  ~ а „ - 2 ( * )  1

\  М <) h ( t )  • Ь„~2(і) h ~ i ( t )  -  a rt- i ( < )  У

/  A a ( J )  I  . . .  О  О \
О A j 3( J )  . . .  О О

л .« ) -  : : \  : ; , t-^1 .......
о о .. . W 1(J) і

\  о 0  , . .  О A i r t i ( J )  /

Пре п,- =£ 1 припускаємо, що Л,(І) — Ац(<).
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У § 5 рівняння (1) за допомогою перетворення

У\(х )
X =  J  і(т) dr,

а

/  “ (*) \ 
«'(<)

- т е м
PulxJ

де
F(f) =  diag [*>(<), <p(t)i{>(t), . , . ,  W W -1W ] .

зводиться до системо диференціальних рівнянь виду (9), яка до­
пускає застосування теорем з S I. На основі цих теорем і встанов­
люються теореми 3.1 -  3.3.

У SS 6“ 8 з використанням теорем 3.1-3.3 досліджується асимп­
тотичне поводження розв’язків лінійних диференціальних рівнянь з 
майже сталими коефіцієнтами ( § 6), лінійних рівнянь, асимптотично 
еквівалентних рівнянням Бйлера (§ 7) і асимптотично еквівалентних 
рівнянням =  p(t) i|W, де 0 < І < п -  1 (§ 8).

Наведемо одну з двох теорем $ 8.
Т е о р е м а  8. 2. Нехай для деякого І Є {0, . , „ п  -  1} існують 

двічі неперервно диференційовна функція р : [а, +оо[— ► R \ {0} і
с т а л а  а > 0 т а к і ,  щ о  ф у н к ц і я  « монотонною в околі f  оо і
в и к о н у ю т ь с я  у м о в и :

= °»

+03 І Г|
J  ^IpWI"^1)  (р W IpWI- л  < +<*.
а ' '
•ft»

tn ІйОІа I Piit) -  pW I *  < +ж»,
С

t'~k Ip W I"1 I P k - i( t )  I dt  <  + о с ,  k =  1 , . . . , 1  (якщо I >  I),

ia Гр*~і(<) Ilit < H-Xi * = 1 | + 2.....П .
I

I
foo
J  J-k UOI -»
Il
4-00

I



Тоді рівняння (I) мае п — І лінійно незалежних р озв ’язків му 
( j  =  І +  1 , ..  . ,п ) ,  які допускають при і —» + ос  асимптотичні зоб­
раження

u f -1)(*) — |p(t)j f e r  exp J  \j(r) |p(r)|^T dr у
П

x ^oj1 + ° Ip( ^ ) I t =  i  =  (4i,...,n,

де I, =  tn ax {l ,I], A0j (} — I +  1». .  - , n) -  корені рівняним

Xn-' =  <т, «Г ii8 ignp(«),

а кожна Xj t коренем рівняння

П  (  > +  — ~  ~ <тр'(<) Ip( )̂I-ffiH-I1 )  =г <Г,

гкмЙ прямує до AOj1 при t ->  +оо.
При І =  о  =  0 ця теорема співпадає з теоремою, яка була раніше 

одержала І. Т. Кігурадзе.
Центральним розділом дисертації е розділ III (§§ 911).  

У ньому розглядається істотно нелінійне диференціальне рівняння 
Tmty ЕмдеНа-Фаулера

у(п> «  «о p(t) і у Г пі] / } * ‘ . , . І  Iff"-* sign у, (10)

д е  п  >  2 ,  « о  Є  { ~ 1 ( 1 } ,  f r a , ‘ - ‘ ,<rn- 1 д і й с н і  ч и с л а ,  я к і  з а д о в о л ь н я ­
ю т ь  н е р і в н і с т ь  (Tq +  ( T f -  +  f f n _ !  /  1 , І р  [ « ,  4 o f ; [

( ~ о о  <  а  <  w  <  + ( X i )  -  н е п е р е р в н а  ф у н к ц і я .

О з н а ч е н н я  2. Розв’язок у рівняння (10). визначений на 
деякому проміжку [lo,w[C [«.«[, називається JPw- розв’язком, якшо 
пін задовольняє наступні тр* умови:

1) у<*“*>(<) ф 0 при і Є [*i>,w[:
2) для кожного k f  (0, . . . ,п  1} або 1іт0(%,(<) ~  0, або

Iim  .Vttt(J) -  ;
Є|,.і

14



3) існує скінченна або нескінченна границя 

ло - I im (У("~ 1)(<)]а

Метою розділу е встановлення точних асимптотичних формул 
для усіх можливих тинів Pu- розв’язків рівняння (10) та їк похідних 
до порядку п — 1 включно, а також умов 'існування Pu- розв’язків з 
знайденими асимптотичними зображеннями.

Викладемо коротко суть розробленого методу дослідження 
асимптотичного поводження Pw- розв’язків рівняння (10). Спочатку у 
§ 10 досліджуються класи P"(A®_t) п раз неперервно диференційов- 
них на проміжку [<o.w[ функцій, які задовольняють нерівність 
у(")(і) ф 0 при t € [<о,о>[ і умови 2), 3) означення 2. Доводиться 
(леми 10.1 і 10.2), що для будь-якої функції у Є P J(A ^ 1) мають 
місце при Л =  I , . . . ,  п — 1 граничні співвідношення

IhnA1M W  =  I im ,»т« tfu> ( п - к -  I) А«_і(у)(<) - ( п - к  -  2)
.. . « 

ІІШ = Ih n t ^ g j ,
tfw y(h~l>(t) А»(у)(<) -  I

15

А. і и\п\ _  [У(*)(<)1> _ u\ _  /  << « " I 0 w =  +oo
I y ( * + l ) ( < ) y ( * “ l> (< )  '  > *  \  t  -  W 1 ЯКЩ О W <  + O O

Ці граничні співвідношення використовуються для встановлення 
асимптотичних властивостей функцій у € Ри (^и-і) * При цьому 
з’ясовується, що множина усіх класів Р"(А2_і) за своїми асимпто­
тичними властивостями розпадається на п + 1 неперетинних підмно- 
жнн, відповідних наступним значенням Ajj _ t:

AS^1 =  Stoo; A°_t = a^fr1, =

Л2_ і  ̂ {о . I  5=|, ± oo} .

Подамо два з одержаних тут тверджень, які відносяться до випадків, 
коли А®_! £ {о ,  J, j , . . . ,  J f f , ± о о }  и AS.* =  ±оо.



Л е м а  10.3. Якщо у € Р "( A°_j) £ jo, §, ±оо|,
то при 1 1 w мають місце асимптотичні зображення

*»— '(<> / V - 4M \~* . . „ .

16

II «0>
с?е

аоі =  (п -  і) A^1 -  (п -  і -  1), і =  I , . . . ,  п -  1.

Л е м а  10.4, Якщо у € Р "(±оо) , т о  при t t  w мають місце 
ас»»мптот«чмі зображення

^ w - е т ) .

А = 1 . . . . ,п — 1

Для функцій у є  PJM2Triri ) , де * € {1|. • •,п -  1}, одержані леми 
10.5 і 10.6 аналогічного типу, але тут. на відміну від лем 10.3 і 10.4, 
кожна j/**(t) при k € {>+1,. . . , п} виражається асимптотично через 
і-у похідну функції у, а при А € { 0 , 2 }  (якщо * > 1)- через її 
і — 1-у похідну.

Далі (§  11), враховуючи, що кожний Р^-розв’язок у рівняння (10) 
належить до одного з n-f 1 вищеназваних класів Pt̂ (A^_1), і викорис­
товуючи відповідну лему з § 10, рівняння (10) зводиться до асимпто­
тично еквівалентного на розв'язках даного класу рівняння першого 
порядку відносно однієї з похідних у. З цього рівняння, з урахуван­
ням застосованої леми, знаходиться асимптотика виділеного класу 
Pw-розв'язків та їх похідних до порядку п — 1 включно. При цьому 
встановлюються також і необхідні умови існування таких розв’язків. 
Питання про їх фактичне існування вирішується шляхом зведення 
до питання про існування зникаючих в нескінченності розв'язків у 
деякій системі квазілїшйижх диференціальних рівнянь, одержаній з 
(10) в результаті перетворення, яке визначається отриманими асимп­
тотичними зображеннями. А це питання вже вирішується на 
основі теорем з § 2. Слід зазначити, що у випадках, коли
-MLi Є {  0, , . ±эс  \, вони застосовуються лише після по­
переднього доведення одержаної системи квазілінійних диференціаль­
ний рівнянь за допомогою додаткових перетворень до системи з



майже трикутною лінійною частиною.
Внаслідок проведеного у §§ 10 і 11 дослідження були встановлені 

теореми 9Л-9.7, які сформульовані в § 9. Щоб навести ці теореми, 
введемо додаткові позначення:

п-І

IT

ккі
і - 2  « - 1

Ці =  « - »  + 1 ) -  1 < Г * (*  — • ). * < » $ » ,
*=0 *еі+ї V

п-і—1 і—1 ’h
, ! < * < « ;«  =  к г ш  П  ( * т "  П ( * ! ) -  ■

L V 1 к = 3  к - 3

І »
M t)  =  J  P ^ ( T )  dr, Go(i) =  J I M r )  !й^ 1 dr,

Ao Be

t  t

-  J  p^(r)dT, G -i ( t )~  J  P$>(t) JZl(r)dr,
A . t 0 . ,

* І
Jni*) = J  K ( r ) | " - p ( r ) d r ,  <?„(*) =  f

a * a .

*
Ji(t) =a J I trы(г) P ^ (r) dr, I < t < n -  I,

Ai

t

Gi(i) Ж J  j ITur(r) p b (t)  I Ji(T) dr, I < i $ n - K
B 1

де кожна границя інтегрування Ai, Bi € { о, Ь, ш } (Ь - будь- яке число
Ti* In

‘ Тутіу подальшому припускаемо, іш У2 <4 — 01 П  с< *  1 пря m < к.
in* •«&
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з проміжку IalWt1) і вибрана таким чином, шоб відповідний їй інтег­
рал прямував або до 0, або до +ос при t f  ш.

Т е о р е м а  9. L Для існування у рівняння (10) Pu -розв 'яз кіп 
таких, що А°_х =  ±оо, необхідно * достатньо, щоб виконувались 
дві умови:

= 0 , Л о 7 оЛ (*Ж < «)]"-1 > 0  при *G]a,W[.ffw Jn

Крім того, кожний такий додатний Pw- розв'язок допускає при
1 1 w асимптотичні зображення

Уи)(*) ~  '( п - У -  1)1 * Iw- W wgn[7o^(*)] ,

І = 0 ,1 , . . . ,п — 1.

Т е о р е м а  9. 2. Нехай ц„ ф -1 . Тоді для існування у рівнян­
ня (!0) Pw- розв'язків таких, що A®_t ¢ j 0, §, ±оо| ,
необхідне, шоб виконувались умови

Um IgpW ia . д о  
^ G g (< )G 0(t) " ^ - 1'

«о 70
. і +fh>

Mt)
п п-1 (H)

П « о і > 0  при t €]a,w(,
<= і

де
OQi S= (n -  І)А£_| “  (п -  і -  I), is= 1 ,.. . , п - 1 .

Крім того, кожний такий додатний Pw- розв ’мок допускає при 
J fw  асимптотичні зображення

И)Р0

П °0 і

То
1 +  м»

Mt) IoMt)

X i+ й*)?1̂ ^ * ) .

■ - і - і

'Імптуcw»eмо, що а > 0 пр* ы »  +оо



10

де

мо =  «о  sign

Якщо ж поряд з (11), де А®_х ¢ 1 0, . . . ,  Jrf, ±оо виконується
одна з наступній умов:

п - 2
(Th

D E
Jr=O 1 -  <Гп-1 < і ;

2 ) алгебраїчне рівняння

ооі +  A) =  ( I + A) JJ (°ot +  А) (12)
t=0 і=к+1 і=1 і=1

не має коренів з нульовою дійсною частиною, то у диференціально­
го рівняння (10) існують вказаного типу Pu- розв 'язки.

Т е о р е м а  9. 3. Нехай цп =  — 1. Тоді для існування у рівняння 
(1 0 ) Pu- розв'язків таких, що АЦ_і ¢ { 0 , 5 , §»•-MjHEf* ± ° ° } »  не~ 
обхідно, а якщо виконується одна з умов 1) або 2) теореми 9.2, то 
і достатньо, щоб

lhnp“ ^ ( < ) G _ i ( t )  =  A ® .t ,

П —I
°о  [A jj.*/-» (< )] П  aoi > 0  при t є]а, w[,

• = 1
де ooі ( t =  I , . . . ,  n —I ) -  ті ж самі, що і в (11). Крім того, кожний 
такий додатний Pu- розв'язок допускає при t f  и асимптотичні 
зображення

Ag-X

П eO І
<=>+!

»^(<)
[1 +  0(1)], 

j  =  -  I,
де

V-I =  O0 sign [ А ^ Л . ^ ) ] ,  Po=  j j  loo il2̂ *
V=I
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Наступна теорема в деякій мірі доповнює дві попередні. 
Т е о р е м а  9. 4. Для існування у рівняння (10) Pu- розв ’язків 

таких, що A°_j £ | 0, § , . . . ,  J ff ,  1, ±оо необхідно, а якщо вико­
нується одна з умов 1) або 2) теореми 9.2, то і достатньо, щоб

Um J f i W J L - A O

п — 1
“ о ТО [(Ajj..! -  l)jrw(<)]n-1J„(<) Д  O0i > 0 при і Є]а,о/[.

і=і

Крім того, кожний такий додатний Pu- розв’язок допускає при 
і t  w асимптотичні зображення

.  y U ) ( t )  „  |7 0 1 A ^ 1  - 1 Г ’  л ( « ) | *  х

П °0<
І=і+1

* [(А2-1 -  і  =  1,.

У випадках, коли алгебраїчне рівняння (12) має корені з нуль­
овою дійсною частиною, питання про існування у диференціального 
рівняння (10) розв’язків із вказаними у теоремах 9.2-9.4 асимпто­
тичними зображеннями досліджено при деяких додаткових умовах 
на коефіцієнт р.

Т е о р е м а  9. 5. Нехай ->•< ф 0 при деякому і Є {1 ,.. •, п — 2 } .  
Тоді для існування у рівняння (10) Pu-  розв’язків таких, що
до — ” — необхідно, щоб виконувались умови п — і

Iim •— " жх * -  п,
Gilt)

во УоН (~1)"“ ‘ ( ^ ( 0 Г -1 Л(<) > 0  при t € ]«,«[.

Крім того, кожний такий додатний Р*~ розв'язок допускав при 
і I u' асрлптоїГкичні зображення
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yd) (t) = _________
У W (i -  j  — I)! - M * )Ii

£

yUUt) ~  ( - i ) J - < 2 f f . ^ - * H . Ш  
7o Jii*)

(14.)

To
7<

JrHt) i- i[Irtal(O)
. . , П ** I j

де
Vi = eign[jrw(i)]i-1

Якщо ж поряд із (ІЗ,) виконується одна з наступиш двох умов:
п—і

аЬ
< і;ч  EJr=I <Г„_і -  1

2) алгебраїчне рівняння

' » - 1  п к п - 1

У )  «Г* П (т -* )П (І -* + А )+ (Т ,(п -і)І  =  (п '-і+А) Д  ( j - i + А)
* = і + 1  т = к + 1  > = 1  / ~ і+ 1

не. мас коренів з нульовою дійсною частиною, то у диференцісиьно- 
80 рівняння (10) існують вказаного типу Pm-  розв 'язки.

Т е о р е м а  9. 6. Нехай 7„~ї ф 0. Тоді для існування у рівняння 
(10) Pu-  розв’язків, для яких А®_х = 0  і існує скінченна або нескін­
ченна границя Jirn , необхідно і достатньо, щоб викону­

вались умови (13„_і). Більш того, для кожного такого додатного 
Pu - розв’язку мають місце при < | u асимптотичні зображення
(Н .- і ) .

Іншого типу результат містять наступна теорема. В ній подані 
умови, яки забезпечують асимптотичну еквівалентність між пра­
вильними неколивнимн розв'язками рівняная (10) і рівняння

*<"> =  O0 q(t) І * И  * 'Г ‘ . . .  І Г" sign*, (15)

де функція g : [« ,« [—+)0,+оо( неперервна і така, що

q{t)~ p {t) при t |и>. (16)
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Т е о р е м а  9. 7. Якщо поряд з (16) виконуються умови

ф I * S  |- j < 1, то для кожного розв'язку z рів­

няння (15), п — 1 похідна якого відмінна від нуля у деякому лівому 
околі ш, існує такий розв ’язок у рівняння (10), що при t f  ш мають 
місце асимптотичні зображення

Одержані у розділі III теореми дозволяють, у зв’язку з довільністю 
и> < 4-сю, описати асимптотику не тільки правильних, а й різних 
типів сингулярних неколивних розв’язків рівняння (10).

У четвертому розділі (§§ 12-17) більш детально досліджується 
диференціальне рівняння типу Емдена-Фаулера другого порядку

де «о  € { -1 ,1 } ,  <r, А Є R  і р : [о,а>[— ►JO, +оо[ (-о о  < а < w < +оо)- 
неперервна функція.

Для цього рівняння спочатку, в доповнення до теорем розділу III, 
встановлюються (§ 13) необхідні і достатні умови існування розв’язків 
b  степеневою асимптотикою y(t) ~  с, [*«(<) ]<_1 ( * € { 1 ,2} )  при
11 w, де с, (* =  1 ,2 ) -  відмінні від нуля сталі.

Далі, розглядаються окремо випадки, коли

У випадку (cr +  А -  1)(А -  1) ф 0, на основі результатів третього 
розділу, виділено ( $ 12) наступні три умови:

я -2

!,<*>(<) -  ,<*)(«)[ 1 +  0(1)], k =  0 , . . . ,п — 1.

у" = a 0p(t) j у П  і/ |а eign у, (17)

(<г +  А — 1) ( А—1 ) ^ 0  і <r-f А =  1.

G ,( W )

“  W lf

= I 0,
*Г« G -aft)

якщо O ф —І,

якщо о зг —1;

<1ві)

Ifw Gl(<)
(18,)

Ц8 ,)
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де О < |£о| < +°о,
е t

Go(t) =  j  |7о ( т ) | Г ^ Ь  dr, Ja(t) =  J Pr h (r )d r ,

Во Ao

G-i(t)= J  J-iW = J  P̂ *(r)dTy
В- i  A_i

t
GiW = j  |*«(r)|Ap (̂r)|/i(r)|l=fcT«lrf

Bi

t t

Mt) = J  IM r)!1̂ * P1̂ s (T) dr, J2W = J  l,rw(r)|l_>P(r)dr,
Ai Aa

Лі Є {o.w}, і — -1 ,0 ,1 ,2 , Bi в {6,w}» * =  -1 ,0 ,1  (b -  будь-яке 
число з проміжку ]а, wf1) і обрані подібно тому, як у допоміжних 
функціях з розділу III.

Ці три умови у деякому розумінні доповнюють одна одну. А са­
ме, якщо р : [a,w[— >-]0, +оо[ -  неперервно диференційовна функція 
й існує скінченна або нескінченна границя lira то при
Lq — ±оо умова (18j) рівносильна умові (18з) (тобто одна випливає 
з іншої і навпаки), а при Lo = 0 -  рівносильна умові (18з)-

У §§15 і 16 при виконанні кожної з умов (18,), і Є {1,2,3) дослід­
жено асимптотичне поводження усіх (а не тільки Pw) правильних 
неколивних розв'язків рівняння (17). Особливо важливим є те, що 
одержані результати дали змогу, на відміну від попередніх дослід­
жень рівняння (17), не тільки зняти додаткові обмеження на глад­
кість коефіцієнта р ,  але і охопити не досліджені особливі випадки. 
Треба однак зазначити, що при цьому поряд з теоремами розділу
III використовувалися методи, які розроблені були раніше для рів­
нянь типу Емдена Фаулера у роботах І.Т. Кігурадзе, Т.А. Чантурія,
О.В. Костіна й автора.

'  П р и п у с к  A l 'M O , Щ О  I l  >  0  п р и  W  ~  - f o e .
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Подамо три із одержаних тут теорем.
Т е о р е м а  16. 1 Налай виконується умова (18і), де

0 < |Іо| < +оо. Тоді;
1) якщо <*о Lo < 0, то кожний правильний неколивний розв ’язок 

рівняння (17) задовольняє одне з двох асимптотичних співвідно­
шень:

y (t)= co  +  o(l) при t f w;  (19)
y(t) = iru(t ) [a  +  o (l)] при t fw ; (20)

де Co, сі -  відмінні від нуля сталі;
2) якщо a o L o > 0  s «о (сг +  А — 1) > 0, то кожний правильний 

неколивний розв'язок рівняння (17) або допускає одне з асимпто­
тичних зображень (19), (20), або одне з зображень виду

iK<)~±|£ol і ^ р ' ^ ( < ) 1 — <т — А
M t) при І1 +  а

у випадку а ф —1, (21)

y(t) ~  ±| Lo І I J-i(t) І при
у випадку а ~  —1; (22)

3) якщо a0Lo > O і a0 ( <г + А — 1) < 0, то для кожного пра­
вильного неколивного розв’язку у рівняння (17) або має місце одне 
із зображень (19) -  (22), або існує послідовність {<* } ( і* є]а,ь>[, 
k =  1 ,2 ,...) , яка збігається до ш і така, що при k —► +оо

y(tk) ~±|Іо| (<*)
1 — а — А

*М<*)
T 2= i T  1—г-Л

1 +  «Г

у випадку о ф —1, 

!/(<*) ~  dh|і о * I J-i(tk) І у випадку а ж -1.

Т е о р е м а  16. 2. Нехай виконується умова (18а). Тоді:
1) якщо £*о(1 — А) ( I -  <r А) ww(#) Ji(t) > 0 при t e)a, w(, то 

кожний правильний неколивний розв ’язок річняння (17) задовольняє 
одне з асимптотичних співвідношень (7.9), (20);
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2) якщо «о ( 1 - А  ) ( 1 -  а — A) irw(f.) J1 (t) < 0 при t Є]а,е*>[ і 
Qo ( <т + А  — 1 ) >  0, то кожний правильний неполивний розв 'язок рів­
няння (17) або допускає одне з асимптотичних зображень (19), (20), 
або одне із зображень виду

y(t) =  ±
1 — <т — А 

1 -А M t )

1-АГ^ГХ
[1 +  о(1)] при і\ш\ (23)

3) якщо <*о ( 1 — А) ( 1 — <т — А) 1гы(<) M t)  < 0 при t е]о,w[ і 
«о ( <7+A—I ) < 0, то для кожного правильного неколивного розе 'язку 
рівняння (17) або має місце одне із зображень виду (19), (20), (23), 
або існує послідовність { <* } ( tk Є]л,с»/[, As =  1 ,2 ,...) , яка збігається 
до ш, s така, що

V(*k)
1 — сг — А 

1 -А M U ) при ■ +оо.

Т е о р е м а  16. З Нехай виконується умова (18з). Тоді:
1) якщо ао(<т +  А — 1 ) > 0  або «о ( <r + А — I ) < O * у деякому 

лівому околі и
ru(t) M t)

M t )
< 1 — <т — А,

то кожний правильний неполивний розв ’язок рівняння (17) або до­
пускає одне з асимптотичних зображень (19), (20), або одне із зоб­
ражень виду

T

( 1 — «т — А) J  |тг„(г)Гр(г)<іт
At

(24)

при t t  ш,

де Аз 6 {а;аі} і визначається так само, як Ai і Ai ;
2) якщо а0 ( <r +  А — I ) < O * для будь якого г  (= [а,w[

At) M t)тр

то для кожного правильного неколивного розв 'язку рівняння (17) 
або мас Mict\e одне з асимптотичних зображень (19), (20), (24), 
або існує послідовність { f* } (ft Є]а, w[, k ~ 1 ,2 ,...), яка збігасть•



ся до Lu, і така, що при Ie -  + 4-ро

y(tk) ~ ± n ut(tk) !*•„(**) ( I -  a -  A) J2(tk) | і-» -Х  .
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При ст + A =  I рівняная (16) набуває вигляду 

у" =  а0р(<) І у I1- aI у' |а eiga у (25)

і носить назву иапівлінійного диференціального рівняння другого 
порядку. Асимптотика усіх правильних неколивних розв’язків ць­
ого рівняння досліджена (§§14, 17) при А ф 1,2і у припущенні, що 
коефіцієнт р допускає зображення виду

р(<) = 9 ( < ) [ l  +  r ( t ) ] ,

де q і [a, w[—►jO, +оо[~ неперервно диференційовна і г : [а, аі[—► R - 
неперервна функції, такі що:

А -3
lim<('(<) q2~̂ (t) sc I0 (-OO < I0 < -foe), 1ігаг(<) ш О,Itw “  Itu*

U

j q i-\  (t) lit ЗS +ос,
а

При виконанні цих умов має місце наступна
Т е о р е м а  17. 1. Кожний ненолнвниїї розв ’язок у : [to. w[— ► R 

рівняння (25) допускає одне з чотирьох асимптотичних зображень:
t *

y(t) = C exp J  [с о + V0 (Il) ] IU, J/(<) =  с exp J  (26)
to to

t

y(t.)z=cexр Uo J  \ ( l ~  \ ) [ l  + v2(a))l~XQ ( s ) \ ^  Je , (27)
. to

t

j/(* )= cexp  J  t*3(«))ds, (28)

1 При A = I, 2 рівняння (17) івіУтруптьгя у квадратурах.



де

І
ш

а, якщо fq (t)d t =  +oo

1  5
« ,  якщо f q ( t ) d t < +  оо

с, Co, Ц -  відмінні від нуля сталі; v0 =  a0 sign[(l — A)Q(t)], a 
Vi : [<o,w[— >■ R  ( і  =  0,1,2,3) -  неперервні функції, які прямують 
до нуля при < t ш-

Крім того, у §§14-17 одержані необхідні і достатні умови існу­
вання розв’зків кожного з поданих у теоремах 16.1-16.3, 17.1 типів, 
асимптотичні зображення для похідних цих розв'зків, а також уточ­
нення асимптотичних формул для розв’зків виду (19), (20), (26)-(28) 
(теореми 16.4-16.9, 17.3-17.9).

Розділ V (§§ 18-20) містить результати, одержані автором разом
з аспірантами і співробітниками кафедри теплофізики Одеського уні­
верситету. Тут розглядаються:

1) система нелінійних диференціальних рівнянь типу Емдена- 
Фаулера

= a, P i M І «3-і |Аі sign M3 , * = 1,2,
де а,- Є { -1 ,1 } , А,- Є R  \ {0} і Pi : [о, 6[— »]0, +оо[ (і =  1,2) -  непе­
рервні функції;

2) вашвлінійне диференціальне рівняння другого порядку

іЛ = £«.-!*(*) M 1- xMi/ Iа' 8igH0,
1=1

де а,- Є { —1,1} А,- Є R  \ {1,2} (* =  It. . . ,я), А,- ф Xj при » ф j,
P i  : [о, w[— >]0, +оо[ (і =  1,. . . ,  я) -  неперервні функції;

3) диференціальне рівняння другого порядку із степенево-експо- 
ненційною нелінійністю

іЛ = O 0P W e ^ I * ,
де Oo Є { —1,1}, <r, А Є R  і р : [а,« [— »]0, +оо[ -  неперервна функція;

4) нелінійні диференціальні рівняння другого порядку

і/' =  |<ГрМ і У" =  е"*р(у),
де <т 6 R\ {0} і р :]«, Ь[— >• R\ {0} -  неперервна функція, відмінна від 
степеневої;

27
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5) нелінійні диференціальні рівняння типу Пуассона

4  т - ( г2 : г )  = A f + B e -* *  І - T  ( r ^ r )  = A e v* +В є-** ,  г1 dr \ (Ir / г (Ir \ dr J

де А, В, v Є R., v > 0 і A2 +  B2 ф 0, які виникають при дослід­
жені розподілу електростатичного потенціалу в ізотермічній плазмі 
навколо тіл відповідно зі сферичною та циліндричною симетрією, до­
слідження яких створило передумови для поширення методики розді­
лу III на істотно нелінійні рівняння п- го порядку більш загального 
вигляду, ніж (10).

У спільних роботах з аспірантами [4, 14-17, 21, 24, 25, 27] ав­
тору дисертації належить постановка задач, розробка методів до­
слідження та обговорення теоретичних результатів, а співавторам -  
встановлення конкретних теорем з використанням цих методик. В 
[28] автором одержані усі результати про асимптотичне поводження 
розв’язків першого з рівнянь Пуассона, а співавторам належить по­
становка фізичної задачі і опис на основі цих результатів фізичних 
явищ у сферично -  симетричній плазмі продуктів згорання.

ВИСНОВКИ

1. В роботі одержані нові результати про асимптотичне повод­
ження розв’язків систем лінійних диференціальних рівнянь, го­
ловна матриця коефіцієнтів якої мас структуру квазіжордано- 
вої нормальної форми, а також побудовані перетворення, які 
зводять до такого вигляду деякі класи систем з майже сталими 
коефіцієнтами. На основі цих результатів поширена на більш 
загальні випадки розроблена І.Т. Кігурадзе теорія асимптотич­
ного інтегрування лінійних неавтономних диференціальних рів­
нянь п- го порядку.

2. Розроблено та обгрунтовано методику встановлення точних 
асимптотичних формул для Pu- розв’язків узагальненню рів­
нянь типу Емдена-Фаулера п-го порядку. Доведено, що по своїх 
асимптотичних властивостях множина усіх Pu - розв'язків роз­
падається на п +  1 неперетинних класів. Для Рш-  розв'язків 
кожного з цих класів одержані асимптотичні зображення, а та­
кож необхідні і достатні у mode їх існування. Крім того, одер­
жані умови асимптотичної окаівалентйості двох рівняв* rr.rty 
Емдена Фаулера п гоаорялку.
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3. З використанням вказаних вище результатів виділено три умо­
ви, що в деякому розумінні доповнюють одна одну, при ви­
конанні кожної з яких досліджено асимптотичне поводження 
усіх (а не тільки Pw) правильних та сингулярних неколивних 
розв'язків істотно нелінійного рівняння типу Емдена-Фаулера 
другого порядку. При цьому на відміну від попередніх дослід­
жень знято додаткові умови на гладкість коефіцієнта рівняння
і зменшено кількість особливих випадків.

4. Методики дослідження асимптотичного поводження розв'язків 
узагальнених рівнянь типу Емдена-Фаулера, які були розроб­
лені І.Т. Кігурадзе, О.В. Костіним і автором роботи, поши­
рено у дисертації на напівлінійні диференціальні рівняння, на 
рівняння з степенево-скспоненційною нєлінійністю та на деякі 
інші класи істотно нелінійних диференціальних рівнянь. Зок­
рема, досконало досліджені нелінійні диференціальні рівняння, 
які виникають при вивченні розподілу електростатичного по­
тенціалу в сферично-симетрячній і циліндрично-симетричній 
плазмі.
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Євтухов В.М . Асимптотичні зображення розв'язків неавтоном­
них звичайних диференціальних рівнянь. -  Рукопис.

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора фізико-мате- 
матичних наук за спеціальністю 01.01.02 -  диференціальні рівняння. - 
Інститут математики HAH України, Київ, 1998.

Дисертацію присвячено встановленню точних асимптотичних 
формул для розв’язків неавтономних звичайних диференціальних рів­
нянь. У роботі запропоновано конструктивний підхід, який дав змо­
гу поширити на більш загальні випадки розроблену І.Т. Кігурадзе 
теорію асимптотичного інтегрування лінійних неавтономних дифе­
ренціальних рівнянь п- го порядку. Розроблено метод встановлення 
точних асимптотичних формул для усіх, так званих Pu,- розв'язків 
узагальненого рівняння типу Емдена-Фаулера п- го порядку. Дове­
дено, що множина усіх Pui-  розв’язків цього рівняння розпадається 
на п +  1 неперетинних класів з різними асимптотичними зображен­
нями. З використанням здобутих теорем встановлені нові результа­
ти про асимптотичне поводження усіх (а не тільки Pu,) правильних
і сингулярних неколивних розв'язків узагальненого рівняння типу 
Емдена-Фаулера другого порядку. Методики дослідження рівнянь 
типу Емдена-Фаулера поширено на рівняння з нелінійностями де­
яких інших типів, зокрема, на рівняння типу Пуассона із теорії ізо­
термічної плазми.

Ключові слова: лінійні диференціальні рівняння, рівняння типу 
Емдена-Фаулера, асимптотичні зображення розв’язків.

Евтухов В.М . Асимптотические представления решений неав­
тономных обыкновенных дифференциальных уравнений.- Рукопись.

Диссертации на соискание ученой степени доктора физико-ма­
тематических наук по специальности 01.01.02- дифференциальные 
уравнения.- Институт математики HAH Украины, Киев, 1998.

Диссертация посвящена установлению точных асимптотических 
формул для решений неавтономных обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений. В работе предложен конструктивный подход, позво­
ляющий распространить на более общие случаи разработан у ю 
И.Т. Кигурадзе теорию асимптотического интегрирования линей­
ных неавтономных дифференциальных уравнений п- го порядка. Раз­
работан метод установления точных асимптотических формул для 
всех, так называемых, Pu-  решений обобщенного уравнения типа 
Эмдена-Фаулера п - го порядка. Доказано, что множество всех Рш~
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решений этого уравнения распадается на n + 1 непересекающихся 
классов с разными асимптотическими представлениями. С использо­
ванием полученных теорем установлены новые результаты об асимп­
тотике всех (а не только Pu) правильных и сингулярных неколеблю- 
щихся решений обобщенного уравнения типа Эмдена -  Фаулера 
второго порядка. Методики исследования уравнений типа Эмдена- 
Фаулера распространены также и иа уравнения с нелинейностями 
некоторых других типов, в частности, на уравнения типа Пуассона 
из теории изотермической плазмы.

Ключевые слова: линейные дифференциальные уравнения, урав­
нения типа Эмдена- Фаулера, асимптотические представления реше­
ний.

Evtukhov V.M . Asymptotic representation of solutions of nonauto- 
nomous ordinary differential equation».- Manuscript.

Thesis for a degree of doctor of science in physics and mathematics, 
speciality 01.01.02 -  defferential equations. Institute of Mathematics, 
NAS of Ukraine, Kiev, 1998.

The thesis is devoted to founding out of the exact asymptotic formulae 
for solutions of the nonautonomous ordinary differential equations. Thb 
paper offers the constructive approach, permitting to spread the theory 
of asymptotic integration of linear nonautonomous differential equations 
of the order n-th (worked out by I.T. Kiguradze) for more common 
ctues. The method of the exact asymptotic formulas for all, so-called, 
Pw-  solutions of the generalised equation of a type Emden-Fowler n-th 
of the order is developed. It is proved, that the set of all Pw-  solutions of 
this equation breaks up into n+1 of not intersected classes with different 
asymptotic representations. With the use of the obtained theorems the 
new outcomes about the asymptotic of all (and not just Pu) right and 
singular not varying solutions of the generalized equation Of a type 
Emden-Fowler of the second order are established. The techniques of 
a research of the equations of a type Emden-Fowler are spread on the 
equations with nonlinearities of some other types, in particular, on the 
equations such as the Poisson one from the theory of ieotermal plasma.

Key words: linear differential equations, equation of a type Emden- 
Fowler, asymptotic representations of notations.
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